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제 15 장

결맞음성 빔불안정성

서론

우리는지난장에서웨이크필드에대해논의하였고,이웨이크필드가가속기안의하전입자들에힘을

작용하며, 이 힘은 웨이크 함수 및 임피던스로 기술될 수 있음을 살펴보았다. 이번 장에서는 웨이크 필

드가 가속기 빔동역학에 미치는 영향을 구체적으로 살펴보기로 한다. 웨이크 필드의 효과는 가속기의

운전 조건과 웨이크 필드의 특성에 의존하게 될 것이다. 웨이크 필드에 수반되어 발생되는 현상들은

매우 광범위하여, 이러한 다양한 효과들을 분류하는 것조차도 단순하지는 않다. 하지만, 논의를 시작

하는 데 있어서는, 다음의 두 개의 영역으로 나누는 것이 다소 편리하다. 즉, 결합-번치 빔불안정성

(coupled-bunch instabilities)과 단일-번치 빔불안정성(single-bunch instabilities)으로 나누어서 설명

을 해 볼 수 있다.

이두빔불안정성을구분하는것이언제나분명한것은아니지만,보통결합-번치빔불안정성의경우

에는각각의빔번치가결맞음성(coherent)베타트론(betatron)운동및싱크로트론(synchrotron)운동

(특히, 저장링에서)을 하고 있다고 간주할 수 있다. 다른 말로 하면, 각각의 빔번치는 번치 안의 모든

입자들의총질량및총전하를가지는하나의 ‘macroparticle’(거시입자)로대표하여나타낼수있다는

것이다. 일반적으로, 거시입자는 질량 및 전하 이외에 다른 성질들, 예를 들어 횡단면 방향 또는 빔진행

방향으로의 크기도 가질 수 있다. 하지만, 번치 사이의 간격이 번치 크기에 비해 충분히 큰 경우에는

각각의 번치(또는 거시입자)를 하나의 점 입자로 간주하는 것이 가능하다. 결합-번치 빔불안정성의

경우에는, 웨이크 필드 영향 아래에서의 빔동역학이 원거리 웨이크 함수(또는, 등가적으로 저주파수

영역의 임피던스)에 의존한다.

반면, 단일-번치 빔불안정성의 경우에는 근거리 웨이크 필드(또는, 등가적으로 고주파수 영역의 임

피던스)가중요하며,이런것들이번치자체의분포에어떤영향을미칠지에관심을두게된다.보통이

영역에서는 가속기 내부의 각각의 번치를 다른 번치들로부터의 영향에서 격리된 독립적 상태로 취급
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한다. 단일-번치 빔불안정성은 제 2 절에서 논의를 하고, 우선 제 1 절에서는 결합-번치 빔불안정성을

다루기로 한다. 특히, 저장링에서 웨이크 필드 영향 아래의 범번치 운동을 기술하는 물리적 모형을

도입할 것이다. 일반적인 조건에서, 웨이크 필드는 번치들의 베타트론 및 싱크로트론 진동의 진폭을

증가시킴을 확인할 수 있게 된다. 적절한 완화 조치가 없다면, 진폭이 무한히 증가하여 빔품질이 나빠

지거나, 궁극적으로는 빔손실이 발생된다. 우리의 일차적인 목적은 웨이크 필드에 의한 진동 증가율

(growth rate)에 대한 식을 여러 가속기 파라미터를 이용하여 표현하는 것이 되겠다.

제 1 절 결합-번치 빔불안정성

1.1 횡단면 방향 모드

먼저균등한간격으로저장링에배치된 nb 개의빔번치를가정하자.우리는각각의빔번치를총전하가

qNb인 하나의 점 전하(거시입자)로 취급할 수 있다고 가정한다. 여기서, Nb는 각 번치안에 있는 실제

입자의 갯수이다. 이번 절에서는 번치들의 베타트론 운동만 고려한다. 빔진행 방향으로의 운동은 다음

절에서 다루기로 한다. 웨이크 필드가 없는 상황에서, 각각의 번치는 진동 주파수 ωβ의 결맞음성 베타

트론 운동(즉, 각 번치 무게중심의 진동)을 할 수 있다. 베타트론 주파수는 집속 격자에서의 사중극자

배열에 의해 결정이 되고, 일반적으로 번치의 저장링 내에서의 위치에 따라 그 값이 달라진다. 만약,

우리가 ‘smooth-focusing’가정을쓸수있다면,베타트론주파수는일정한상수가되며,따라서,웨이크

필드가 있는 상황에서 n 번째 번치의 운동방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

d2xn
dt2

+ ω2
βxn =

Fx
γ0mNb

=
Fxc

2

E0Nb
. (15.1)

여기서, x는 번치 무게중심의 수평 방향으로의 변위이며, Fx는 웨이크 필드로부터 번치에 가해지는

힘, γ0는입자의상대론적계수,그리고 m은각각의입자의질량이다. E0 = γ0mc
2은기준에너지이다.

논의의 편의를 위해, 수평 방향 운동과 수직 방향 또는 빔진행 방향 운동 사이에는 어떠한 상호결합

(coupling)도 없다고 가정한다.

좀더근사를적용하여,웨이크필드로부터가해지는힘은전체저장링에걸친웨이크포텐셜을저장

링 원둘레로 나눔으로써 얻어진다고 가정한다. 이러한 가정은 실제적으로 전체 저장링 원둘레에 걸쳐

작용하는 힘의 평균을 주게된다. 웨이크 필드는 모든 번치에 의한, 그리고 모든 이전 턴에서 발생한

전자기장이 합쳐져서 나타나게 되므로, 우리는 다음과 같이 쓸 수 있다.

Fx = −(qNb)
2

C0

∞∑
k=0

nb−1∑
n′=0

W1(z) xn′

(
t+

z

c

)
, (15.2)

여기서, C0는 원둘레, n′은 저장링 내의 모든 번치들을 가리키는 인덱스, 그리고 k 는 이전의 모든 턴들

을 나타내는 인덱스이다. z의 크기는 번치 n과 n′사이의 거리에다가, 이전의 턴 수(k) 곱하기 원둘레를
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추가한 값으로 주어진다. 즉,

z = −(n′ − n)

nb
C0 − kC0. (15.3)

주어진 k에서, 맨 앞쪽의 번치는 n′ = nb − 1, 그리고 맨 뒤의 번치는 n′ = 0이라고 생각할 수 있다.

주어진 번치가 주는 웨이크 필드 효과는 그 번치가 웨이크 필드를 발생하는 시점에서의 위치(xn′)에

의존함을 볼 수 있다. 그리고, 각각의 번치는 이전 턴에서 자기 자신이 낸 웨이크 필드에도 영향을

받음을 볼 수 있다.

이제 식 (15.2)의 Fx를 식 (15.1)에 대입하면,

d2xn
dt2

+ ω2
βxn = −q

2Nbc
2

E0C0

∞∑
k=0

nb−1∑
n′=0

W1(z) xn′

(
t+

z

c

)
. (15.4)

다음과 같은 형태로 위 식 (15.4)의 시험해를 가정하자.

xµn(t) = Aei(2πµn/nb−Ωµt), (15.5)

여기서, A 및 µ는 상수이고, Ωµ는 결정해야 할 주파수이다. Ωµ의 실수부는 웨이크 필드가 있는 상황에

서 각 번치의 베타트론 주파수를 준다. 웨이크 필드는 주파수의 이동을 가져오기 때문에, 이 주파수는

원래의 ωβ와는 다르게 된다. Ωµ의 허수부는 모드의 진폭이 증가할지 감쇠할지를 (그 부호가 양수일지

또는 음수일지에 따라) 결정하게 된다. Ωµ의 허수부의 크기는 지수적 증가율 또는 감쇠율에 해당한다.

상수 µ는 특정한 시간 t에서 가속기 내부 번치들의 수평 방향 위치들을 기술한다. 만일, µ = 0이면,

주어진 시간에서 모든 번치들이 같은 x 좌표계를 가진다. 만일, µ = 1이면, 주어진 시간에서 번치들이

cosine 파 형태로 배열이 되고, 그 주기는 저장링의 원둘레가 된다. 마찬가지로, µ = 2에 대해서는 그

주기가 저장링 원둘레의 절반이 된다. 나머지 패턴들은 그림 15.1에 나타나 있다. 일반적으로, 어떠한

번치들의 배열(즉, 어떠한 x 좌표계의 조합)도 식 (15.5) 형태의 (서로 다른 µ와 A를 가지는) 해들의

합으로 구성할 수 있다. 이러한 관점에서, µ를 번치 운동의 ‘mode index’(모드 인덱스)라고 부른다.

식 (15.5)의 시험해를 식 (15.4)에 대입하면,

ω2
β − Ω2

µ = −q
2Nbc

2

E0C0

∞∑
k=−∞

nb−1∑
n′=0

W1(z)e2πiµ(n′−n)/nbe−iΩµz/c. (15.6)

여기서,우리는인과율과관련된웨이크함수의성질,즉 z > 0에대해서W1(z) = 0임을이용하여, k의

범위를 −∞까지 확장하였다. 이제 W1(z) 대신 식 (14.170)을 이용하여 임피던스 Z⊥1 (ω)를 대입하자.

ω2
β − Ω2

µ = i
q2Nbc

2

2πE0C0

∞∑
k=−∞

nb−1∑
n′=0

∫ ∞
−∞

dωZ⊥1 (ω)eiωz/ce2πiµ(n′−n)/nbe−iΩµz/c. (15.7)

식 (15.3)으로 z를 치환하고, 여러 지수항들을 하나로 모으면,

ω2
β − Ω2

µ = i
q2Nbc

2

2πE0C0

∞∑
k=−∞

nb−1∑
n′=0

∫ ∞
−∞

dωZ⊥1 (ω)e2πik(Ωµ−ω)/ω0e2πi(n′−n)p, (15.8)
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그림 15.1: 서로 다른 모드 µ의 결합-번치 진동에 대해 저장링에서 번치들의 위치를 나타낸 모식도.

이 그림의 예에서는 nb = 8인 번치 배열(원으로 표시)을 가정하였다. 따라서, 모드 번호의 범위는

0 ≤ µ < 8이다. n 번째 번치의 수평 방향 좌표는 xn = A cos(2πµn/nb + ϕ)로 주어지는데, 여기서

A는 상수인 진폭, µ는 모드 번호, ϕ는 (시간에 의존하는) 위상이다. 각각의 경우에 실선으로 표시한

수평선은 xn = 0인 지점을 나타내고, 파선은 n을 정수 이외의 임의의 값으로 취했을 때 xn의 값에

해당한다. 맨 왼쪽의 위치가 n = 0에 해당하며, 맨 오른쪽 위치는 n = nb− 1 = 8− 1 = 7에 해당한다.

여기서,

ω0 = 2π
c

C0
(15.9)

는 원둘레 주위로의 회전 각 주파수이고, p는 다음과 같이 정의되었다.

nbp =
Ωµ − ω
ω0

+ µ. (15.10)

아래의 관계식을 이용하면 (여기서 p′은 정수),

∞∑
k=−∞

e2πiku/u0 = u0

∞∑
p′=−∞

δD(u− p′u0), (15.11)
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식 (15.8)은 다음과 같이 고쳐 쓸 수 있다.

ω2
β − Ω2

µ = i
q2Nbω

2
0c

4π2E0

∞∑
p′=−∞

nb−1∑
n′=0

Z⊥1 (ωp)e
2πi(n′−n)p, (15.12)

여기서, ωp는 정수 p′에 대해 다음과 같이 정의되었다.

Ωµ − ωp
ω0

= p′. (15.13)

즉, 식 (15.11)을 이용하여 u0 = ω0 및 u = Ωµ − ω로 놓고, ω에 대한 적분을 수행하면, 디락 델타

함수의 성질에 의해 ω = ωp인 값들만 기여를 한다. 따라서,

nbp =
Ωµ − ωp
ω0

+ µ = p′ + µ. (15.14)

nb가 매운 큰 수라고 가정하면, 정수 n′에 대한 급수의 합은 p가 정수가 아니라면 0에 가깝게 된다. p가

정수인 경우에는 n′에 대한 급수의 합 대신, 인자 nb를 곱해주면 된다. 그리고 p′에 대한 무한 급수의

합을 p에 대해서 써도 무방하다. 따라서,

ω2
β − Ω2

µ = i
q2Nbω

2
0c

4π2E0
× nb

∞∑
p=−∞

Z⊥1 (ωp). (15.15)

마지막으로, 우리는 베타트론 주파수의 변화가 작다고 가정한다. 이러한 가정은 두 가지 단순화를 할

수 있게 해준다. 첫째, 우리는 다음과 같이 쓸 수 있다.

ω2
β − Ω2

µ = (ωβ − Ωµ)(ωβ + Ωµ) ≈ 2ωβ(ωβ − Ωµ). (15.16)

둘째, 임피던스의 함수 인자로 쓰인 Ωµ를 ωβ로 대체할 수 있게 된다. 따라서, 식 (15.5)은 결과적으로

다음과 같이 변형된다.

Ωµ − ωβ = −iq
2nbNbω0c

8π2E0νx

∞∑
p=−∞

Z⊥1 (ωβ + (µ− nbp)ω0). (15.17)

여기서, νx = ωβ/ω0는 베타트론 튠이다.

식 (15.17)은 우리가 원하던 결과식으로서, 주어진 모드의 베타트론 주파수 Ωµ를, 빔과 저장링 격자

의 파라미터 그리고 총 임피던스 값으로 나타내 준다. Ωµ의 실수부는 웨이크 필드가 있는 상황에서의

베타트론 진동의 주파수를 주고, 허수부는 모드 진폭의 증가율 또는 감쇠율을 나타낸다.

종종 식 (15.17)을 아래와 같이 정의된 빔입자의 고전 반경 r0로 나타내기도 한다.

r0 =
Z0c

4π

q2

mc2
. (15.18)

식 (15.17)을 r0로 나타내면,

Ωµ − ωβ = −i 4π

Z0c

nbNbr0ω0c

8π2γ0νx

∞∑
p=−∞

Z⊥1 (ωβ + (µ− nbp)ω0). (15.19)
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위 식에서 임피던스가 주파수 ωp에서 계산됨을 주목하자.

ωp = ωβ + (µ− nbp)ω0. (15.20)

이 주파수의 중요성을 이해하기 위해, 저장링의 특정 위치에서 (시간의 함수로) 관측되는 빔전류의 1

차 모멘트를 고려하자.

xI(t) = (xI)0

∞∑
n=−∞

ei(ωβ+µω0)tδD(t− nT0/nb). (15.21)

여기서, (xI)0는 신호의 크기이고, T0는 회전주기이다. 각각의 번치는 저장링을 돌면서 ωβ의 주파수로

베타트론 진동을 하게된다. 웨이크 필드에 의한 베타트론 주기의 변화는 무시하였다. 만약 번치들이

모드 µ으로 배열이 되어있다면, 저장링의 주어진 위치에서 관측되는 주파수는 베타트론 주파수에서

µω0만큼 변화가 생기게 된다. 그림 15.1에 예시로 보인 모드 구조에 따른 입자 위치의 진동과 베타트론

운동이 함께 겹쳐서 나타난다고 보면 되겠다. 저장링에 nb 개의 번치가 균일하게 배열되어 있다면,

각각의 번치가 관찰 지점을 지나면서 ‘전류 스파이크(spike)’가 일정한 주기 T0/nb로 관찰될 것이다.

식 (15.11)의 항등식과 ω0 = 2π/T0임을 이용하면, 빔 시그널은 다음과 같이 쓸 수 있다.

xI(t) = (xI)0
nb
T0

∞∑
p=−∞

eiωpt. (15.22)

무한급수가 p = 0에 대해서 대칭이므로, p→ −p로 치환해도 급수의 합에는 변화가 없다. 여기서 ωp는

식 (15.20)로 주어진다. 다른말로 하면, 주파수 ωp는 저장링의 고정된 위치에서 관찰되는 빔전류의 1차

모멘트에 포함된 주파수 스펙트럼 성분들이다. 이러한 주파수 성분들에서 웨이크 필드가 유도되기 때

문에, 빔에 미치는 웨이크 필드의 효과를 계산하기 위해서는 이러한 주파수에서 임피던스를 계산해야

한다.

이제 특별한 경우로 저항성-벽면 웨이크 필드에 의해 유도되는 (횡단면 방향) 결합-번치 빔불안정

성을 살펴보자. 임피던스는 식 (14.178)로 주어지는데 (아래 식), 길이 L이 저장링의 전체 원둘레에

해당한다. 즉, L = C0이다.

Z⊥(ω) ≡ Z⊥1 (ω) ≈ (1− i sgn(ω))
c

ω

L

b3c

√(
Z0c

4π

)
2|ω|
πσ

. (14.178)

서로 다른 모드들의 증가율 또는 감쇠율이 그림 15.2에 나타나 있다. 임피던스는 저주파 영역에서 가장

크기때문에, 증가율이 가장 높은 모드는 절대값이 가장 작은 음수의 ωp에서 나타날 것이다. 음수의 ωp

인 경우, Z⊥(ω)의 실수부도 음수가 되고, 따라서, 식 (15.17)에 의해 Ωµ의 허수부는 양수가 된다. 번치

무게중심은 식 (15.5)와 같이 ∼ e−iΩµt의 시간 의존성일 가지기 때문에, 이경우 진폭이 계속 증가하게

된다. 식 (15.20)으로부터 절대값이 가장 작은 음수의 ωp는, 정수의 µ 및 p 값들에 대해 다음의 경우에

나타난다.

µ− nbp = − [int(νx) + 1], (15.23)
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여기서, int(νx)는 (수평 방향) 베타트론 튠의 정수 부분을 의미한다. νxω0 = ωβ이므로 ωp = ωβ −

[int(νx) + 1]ω0를 계산하면, 음수이면서 절대값이 가장 작은 ωp = ωp,min를 준다. 모드 인덱스의 범위

는 0 ≤ µ < nb이기 때문에, νx < nb를 가정하면 (보통 튠은 수십, nb는 harmonic number와 관련되어

있어서 수백임), 식 (15.23)에서 반드시 p = 1이어야 한다. 그렇지 않으면, 식 (15.23) 을 만족하는 µ가

존재하지 않게 된다. 따라서,

µ = nb − int(νx)− 1. (15.24)

그리고,
ωp,min

ω0
= frac(νx)− 1. (15.25)

여기서, frac(νx)는 베타트론 튠의 소수점 부분이다. 위에서 구한 ωp,min를 임피던스 식 (14.178)의 ω에

대입하면, 가장 빠르게 증폭되는 모드의 증가율을 식 (15.19)로 부터 아래와 같이 얻는다.

1

τ
= ImΩµ =

nbNbr0c

4π2γ0νxb3

√(
4π

Z0c

)
cC0

σ

1√
1− frac(νx)

. (15.26)

위 식으로부터 저항성-벽면 웨이크 필드에 의한 횡단면 방향 결합-번치 빔불안정성의 증가율은 빔파이

프반경에대해강한의존성이있음을볼수있다.반면,빔파이프를이루고있는재질의전기전도율에는

약한 의존성을 가진다. 또한, 튠에 대한 의존성때문에, 베타트론 튠의 소수점 부분은 가급적 작게 하고,

정수 부분은 가급적 크게 하는 것이 증가율을 늦출 수 있음을 볼 수 있다.

종종 식 (15.26)의 증가율을 아래의 저장링의 평균 빔전류로 나타내면 편리하다.

〈I〉 =
nbNbqc

C0
. (15.27)

다음의 특성 전류 Ic에 대한 표현식을 이용하면,

Ic =
qc

r0
, (15.28)

식 (15.26)의 증가율은 다음과 같이 쓸 수 있다.

1

τ
=
〈I〉
Ic

(cC0)3/2

4π2γ0νxb3

√(
4π

Z0c

)
1

σ

1√
1− frac(νx)

. (15.29)

전자에 대해서는, Ic가 알펜 전류 (Alfvén current) IA ≈ 17.045 kA에 해당한다. 빔불안정성의 증가율

을 식 (15.29)의 형태로 표현함으로써, 우리는 증가율이 저장링의 평균 전류에 비례함을 볼 수 있다.

주어진집속격자형태에대해,튠은대략적으로원둘레에비례한다.따라서,증가율은저장링원둘레의

제곱근에 비례한다. 마지막으로, 증가율은 빔에너지에 대해서는 반비례함을 볼 수 있다.

저장링에서 결합-번치 빔불안정성 진폭의 변화는 모드 번호, 웨이크 필드의 형태, 장치사양 및 빔 운

전변수 등에 의존하게 된다. 저항성-벽면 웨이크 필드의 경우, 결합-번치 모드는 다음과 같은 특징적인

거동을 보인다. 즉, 모드 번호가 nb − νx에 가까운 경우(여기서, nb는 번치의 갯수, νx는 베타트론 튠),
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그림 15.2: 저항성-벽면 웨이크 필드에 의해 유도되는 횡단면 방향 결합-번치 모드의 증가율(1/τ > 0

의 경우) 및 감쇠율(1/τ < 0의 경우). 이 값들은식 (14.178)의 임피던스를 사용하여, 식 (15.19)에 의

해 계산되었다. 저장링에 100 개의 균일하게 배열된 번치가 있다고 가정하였고, 따라서, 모드 번호는

0 ≤ µ < 100의 범위를 가진다. 베타트론 튠은 12.2로 가정하였다. 튠의 정수부문은 어떤 모드가 가장

큰 증가율을 가질지를 결정한다. 이 예에서는 µ = 100 − 12 − 1 = 87에서 최대임을 볼 수 있다. 최대

증가율 및 감쇠율은 점선으로 표시가 되어 있다. 튠의 소수점 부분이 0.5 보다 작기 때문에, 식 (15.26)

에 주어진 최대 증가율은 최대 감쇠율 보다 그 크기가 작다.

아주 강하게 감쇠하거나(nb − νx > 0 에서) 또는 증폭된다는(nb − νx < 0 에서) 것이다 (그림 15.2

참조).일반적으로많은번치가있는저장링에서는,증폭되는몇몇모드가항상존재하게된다.이불안

정성의 임계점은 없는데, 증폭률은 빔전류에 따라 증가하고, 매우 작은 전류에 대해서도 항상 0이 아닌

증폭률을 가진다. 전형적인 3세대 방사광 가속기로 쓰이는 저장링에서는 저항성-벽면 웨이크 필드에

기인한 모드의 증폭 시간이 대략 수백 턴 수준이고, 경우에 따라서는 짧아지기도 한다. 이러한 사실은

얼핏 들어서 좀 놀라운데, 왜냐하면 대부분의 저장링은 (빔을 불안정하게 하는) 진폭이 큰 결맞음성

베타트론 진동이 없이 분명 잘 작동을 하기 때문이다.

다행스럽게도,빔이불안정해지기전에결맞음성진동을자연스럽게감쇠시키는기작들이존재한다.

특별히 전자빔 저장링에서는 싱크로트론 방사 효과가, 큰 진폭의 베타트론(또는 싱크로트론) 진동을

일으키기 시작하는 입자들의 운동을 자연스럽게 감쇠시킨다. 따라서, 빔번치의 결맞음성 운동도 감쇠

하게 된다. 또한, 진폭 및 에너지 차이에 따라 개개의 입자들의 진동 주파수가 다르기 때문에, 빔번치의

결맞음성 진동의 결맞음이 깨지게 된다. 이 과정에서 번치의 크기가 커지지만, 번치의 무게중심은

기준이되는폐쇄궤적을따라가게된다.싱크로트론방사와결맞음깨짐은빔전류가낮은경우에는결

합-번치빔불안정성을억제하는데빠르게작용할수있다.하지만,빔전류가증가하면서웨이크필드에
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의한 모드 증폭률은 증가하는 반면, 싱크로트론 방사와 결맞음 깨짐에 의한 감쇠율은 고정되어 있기

때문에, 결국, 결합-번치 빔불안정성이 저장링에 입사시킬 수 있는 빔전류의 한계를 규정하게 된다.

전자빔 저장링에서는 빔전류 한계를 가장 빠르게 증폭되는 모드의 증가율이 싱크로트론 방사에 의한

감쇠율 보다 커지기 시작할 때의 전류값을 계산함으로써 대략적으로 예측한다.

Fast feedback system

만약, 요구되는 빔전류가 결합-번치 빔불안정성에 의한 한계값보다 큰 경우에는 각각의 번치들의 결

맞음성 진동을 감쇠하기 위한 추가적인 방법이 필요하다. 고속 피드백 시스템(fast feedback system)

으로 이런 추가적인 감쇠가 가능하다. 고속 피드백 시스템은 저장링 안의 특정위치에서 번치의 위치를

측정하는 픽업장치(pick-up), 신호증폭기(amplifier), 그리고, 픽업장치에서 증폭된 신호에 따라 번치

의 위치를 보정하는 킥(kick)을 인가하는 전극 세트로 이루어져 있다. 피드백 시스템에서의 신호는

광속보다 빨리 전달될 수는 없기 때문에, 킥은 보통 신호가 픽업에서 측정되고 나서 한 턴 또는 그

이상이 지난 후에 인가되게 된다. 고속 피드백 시스템의 세가지 중요한 변수가 있는데, 그것은 대역폭

(bandwidth), 이득(gain), 그리고 출력(power)이다. 요구되는 대역폭은 저장링 내부 빔번치사이의 간

격에 좌우된다. 즉, 번치사이의 간격이 좁으면, 고주파 영역의 결합-번치 모드가 빔에 나타나고, 따라서

피드백 시스템도 고주파 영역에서 작동이 되야 한다. 최근의 피드백 시스템은 번치 길이가 1 ns 영역

인 양성자 싱크로트론에서의 단일-번치 빔불안정성을 억제하기에 충분한 대역폭을 제공한다. 이득은

피드백 시스템으로 부터 달성할 수 있는 최대 감쇠율을 결정한다. 이득이 너무 높은 시스템의 경우 픽

업장치에서의 노이즈에 민감하게 되어, 도리어 빔번치의 결맞음성 운동을 증폭시킬 수도 있다. 적절한

이득을가진시스템의경우,매우빠른감쇠율을얻을수있다.예를들면, SLAC의전자-양전자충돌형

원형 가속기 PEP-II의 경우, 빔방향 피드백 시스템이 3 ms−1 이상의 감쇠율로 운전되었는데, 이는 약

45 턴에 해당하는 감쇠 시간이다. 피드백 시스템의 최대 출력은 최대 감쇠율을 얻을 수 있는 빔 운동의

진폭 한계를 결정해 준다. 만약, 빔이 적절히 감쇠된다면, 빔 무게중심의 결맞음 운동의 진폭이 작아서

피드백 시스템에 요구되는 출력은 매우 작을 것이다. 하지만, 빔 무게중심에 결맞음 운동이 여기되면

(예를 들어, 저장링에 입자를 입사하는 과정에서), 피드백 시스템에 높은 출력이 요구된다. 특히, 최신

디지털 기술에 바탕을 둔 피드백 시스템의 경우, 결합-번치 빔불안정성을 감쇠시키는 것 뿐만아니라,

빔 거동에 대한 유용한 정보를 제공할 수도 있다.

1.2 빔진행 방향 모드

이제 저장링에서 웨이크 필드가 있는 경우에 빔번치의 싱크로트론 운동을 고려하자. 우리는 다시 저

장링이 nb 개의 균일하게 배열된 번치로 채워져 있다고 가정한다. 그리고 각각의 번치는 전하 qNb를

가지는 점전하로 취급할 수 있다고 생각한다. 만약, 저장링 전체의 웨이크 함수가 W0(z)라고 하면, 식
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(14.141)에 의해, n번째 번치에서 한 턴 후 개별 입자의 에너지 차이의 변화는 다음과 같이 주어진다.

∆δn = − q

E0

∞∑
k=0

nb−1∑
n′=0

qNbW
′
0(Z), (15.30)

여기서

Z = −(n′ − n)

nb
C0 − kC0 − zn′(t′) + zn(t), (15.31)

그리고,

t′ = t− (n′ − n)

nb
C0 − kC0. (15.32)

n′에 대한 급수 합은 저장링 안의 모든 번치가 웨이크 필드에 기여함을 나타내고, k에 대한 급수 합은

각각의 번치의 모든 턴으로부터의 기여를 포함한다. 식 (15.31)의 마지막 두 항은 번치들의 싱크로트론

운동을 고려한 것이다. 즉, zn(t)는 번치 n의 시간 t에서 기준 입자에 대한 상대적인 빔진행 방향으로의

위치를 나타낸다. 우리는 번치를 점전하로 가정했음을 다시한번 강조한다. 양수의 zn(t)은 시간 t에서

번치 n이 기준 입자 보다 앞선 것을 의미한다. 번치의 빔진행 방향으로의 위치 변화율은 다음과 같이

위상 미끄럼 인자 (phase slip factor) ηp에 의해 에너지 변화와 관련이 되어있다.

dzn
dt

= −ηpcδn. (15.33)

웨이크 필드에 의한 에너지 변화이외에 고주파 시스템에 의한 에너지 변화 및 (전자 가속기의 경우)

싱크로트론방사에의한에너지변화도추가로존재한다.먼저,웨이크필드가없는상황에서번치들이

(고주파 시스템에 의해 만들어진 집속 포텐셜 안에서) 주파수 ωz로 싱크로트론 운동을 하고 있다고

가정하자. 이제 웨이크 필드를 고려하면 (하지만, 싱크로트론 방사는 상대적으로 느려서 무시), zn에

대한 방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

d2zn
dt2

+ ω2
zzn =

q2Nbηpc
2

E0C0

∞∑
k=0

nb∑
n′=0

W ′0(Z). (15.34)

식 (15.34)의 운동방정식을 풀기 위해, 15.1.1 절에서 사용한 방법을 마찬가지로 적용한다. 다음과 같은

형태의 시험해를 가정하자.

zµn(t) = Aei(2πµn/nb−Ωµt). (15.35)

우리의 목표는 주파수 Ωµ에 대한 표현식을 구하는 것이다. 즉, Ωµ의 실수부는 주어진 모드 µ에 대해

웨이크 필드가 있는 상황에서의 싱크로트론 진동 주파수를 주고, Ωµ의 허수부는 주어진 모드의 지수

적 증가율 또는 감쇠율을 준다. 그 다음 단계는 식 (15.34)의 zn을 시험해로 치환하고, W ′0(Z)는 식

(14.169)로 치환하는 것이다.

W ′m(z) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dω eiωz/cZ‖m(ω), δD(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dω eiωt (14.169)
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1. 결합-번치 빔불안정성 제 15 장. 결맞음성 빔불안정성

작은 zn의 값에 대해 (그렇다면 그 차이도 작을 것임), 우리는 다음과 같은 근사를 사용한다.

eiωZ/c ≈
[
1− iω

c
(zn′(t′)− zn(t))

]
e−iω((n′−n)/nb+k)C0/c. (15.36)

zn과 W ′0(Z)를 치환하고, 식 (15.36)을 사용하면, 운동방정식은 다음과 같이 표현된다.

Ω2
µ − ω2

z = i
q2nbNbω

2
0ηp

4π2E0

( ∞∑
p=−∞

ωpZ
‖
0 (ωp)−

∞∑
p0=−∞

ωp0Z
‖
0 (ωp0)

)
, (15.37)

여기서

ωp = Ωµ + (µ+ nbp)ω0, (15.38)

ωp0 = nbp0ω0, (15.39)

그리고, ω0 = 2πc/C0는 원둘레 주위로의 회전 각 주파수이다.

식 (15.37)에서 p0에 대한 합은 모드 번호 µ 및 싱크로트론 주파수에 무관하다. 또한, 식 (14.188)에

소개된 임피던스의 성질로 부터, p0에 대한 급수 합은 순 허수가 됨을 알 수 있다. 따라서,

Ω2
µ − ω2

z = W 2
s + i

q2nbNbω
2
0ηp

4π2E0

∞∑
p=−∞

ωpZ
‖
0 (ωp), (15.40)

여기서

W 2
s =

q2nbNbω
2
0ηp

4π2E0
Im

∞∑
p0=−∞

ωp0Z
‖
0 (ωp0). (15.41)

위식에서W 2
s는실수이다.이항은싱크로트론주파수(ωz)의변화에기여를하지만,싱크로트론운동의

진폭을증가또는감쇠시키지는못한다.또한, W 2
s는빔운동의모드(µ)에무관하기때문에,물리적으로

이 항은 빔이 느끼는 빔진행 방향으로의 집속 포텐셜의 변화를 기술하는 것으로 해석할 수 있다.

논의를 좀더 구체적으로 진행하려면, 우리는 임피던스 Z
‖
0 (ω)에 대한 명시적인 식이 필요하다. 저

항성-벽면 웨이크 필드도 빔진행 향향 임피던스에 어느정도 기여를 하겠지만, 대부분의 저장링에서

빔진행 향향 임피던스에 주된 기여를 하는 것은 RF 가속관이다. 이때 임피던스는 종종 션트 임피던스

Rs와 품질 인자 Q� 1를 가지는 공동공진기의 값 (14.181)로 가정할 수 있다.

Z
‖
0 (ω) =

Rs

1 + iQ
(
ωr
ω −

ω
ωr

) . (15.42)

저장링에서의 RF 가속관은 일반적으로 주파수 hω0로 운전이 되는데, 이 주파수는 가속관의 공명주파

수 ωr에 가깝지만 정확히 일치하지는 않는다. 따라서 우리는 다음과 같이 쓸 수 있다.

ωr ≈ hω0 + ∆ω, (15.43)

그리고 여기서 h는 조화수(RF 주파수를 빔의 회전 주파수로 나눈 값)이다. 공동공진기에서의 임피

던스는 주파수가 ±ωr 근처에서 최대이므로, 가속관의 웨이크 필드에 의한 효과는 모드 µ = 0이고
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1. 결합-번치 빔불안정성 제 15 장. 결맞음성 빔불안정성

nbp = h에서 최대가 된다. 이 경우, p 및 p0에 대한 급수 합에서 다음의 항들만 포함하면 된다.

ωp = ωz ± hω0, (15.44)

ωp0 = ±hω0. (15.45)

이제 공동공진기 임피던스 (14.181)를 식 (15.37)에 대입하고, p 및 p0에 대한 급수 합에서 지배적인

항만을 취한 후, ωz와 ∆ω의 1차항에 대해 전개하고 나면,

Ω2
µ − ω2

z = i
q2nbNbω

2
0ηpRs

4π2E0

(
2ωz +

16Q2∆ωωz
hω0

+
2iQω2

z

hω0

)
. (15.46)

싱크로트론 튠 변화가 작다고 가정하면 다음과 같이 근사할 수 있다.

Ω2
µ − ω2

z = (Ωµ + ωz)(Ωµ − ωz) ≈ 2ωz(Ωµ − ωz). (15.47)

이러한 근사를 통해 식 (15.46)은

Ωµ ≈ ωz + ∆ωz +
i

τ
, (15.48)

이 되며, 싱크로트론 튠 변화는

∆ωz = −q
2nbNbω

2
0ηpQRs

4π2E0h
, (15.49)

그리고, 싱크로트론 진동은 다음의 지수적 증가율을 가진다.

1

τ
=
q2nbNbω

2
0ηpRs

4π2E0

(
1 +

8Q2∆ω

hω0

)
. (15.50)

싱크로트론 튠 변화와 증폭률을 빔입자의 고전 반경 r0 (15.18)을 이용하여 표현하면 편리하다. 이

경우 싱크로트론 튠 변화는

∆ωz = − 4π

Z0c

r0nbNbηpQRs
γ0T 2

0 h
, (15.51)

이 된다. 여기서 γ0는 기준 에너지를 가지는 입자의 상대론적 계수이며, T0는 링을 한바퀴 도는 회전주

기이다.큰 Q값에대해서는식 (15.50)의괄호안의두번째항이지배적이되기때문에,지수적증가율은

다음과 같이 쓸 수 있다.
1

τ
=

4π

Z0c

4r0nbNbηpQ
2Rs∆ω

πγ0T0h
. (15.52)

식 (15.52)로 부터 결맞음성 싱크로트론 진동은 ηp∆ω < 0일 때 감쇠하고, ηp∆ω > 0일 때 증폭됨을

볼 수 있다. 증폭은 빔불안정성에 해당된다. 이러한 특정 형태의 빔불안정성, 즉 싱크로트론 진동의

진폭이 RF 가속공동의 빔진행 방향 임피던스에 의해 증폭되는 현상은 로빈슨 불안정성(Robinson

instability)으로 알려져 있다.1 로빈슨 불안정성을 피하기 위해서는, below transition(ηp < 0)으로 운

전중인 링은 RF 가속관의 공명주파수가 실제 가속관의 운전 주파수보다 약간 높게 튜팅이 되어 한다.

1K. W. Robinson, Stability of beam in radiofrequency system, Tech. Rep. CEAL-1010 (1964).
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1. 결합-번치 빔불안정성 제 15 장. 결맞음성 빔불안정성

즉 ∆ω = ωr − hω0 > 0. 반면, above transition(ηp > 0)인 경우에는 RF 가속관의 공명주파수가 실제

가속관의 운전 주파수보다 약간 낮아야 한다. 로빈슨 불안정성의 물리적인 기작을 이해하기 위해서는,

어떤 구조물의 빔진행 방향 임피던스는, 빔 전류가 주어진 주파수 성분을 포함할 때, 빔이 그 구조물을

지나면서 잃게되는 에너지를 나타낸다는 점을 상기해야 한다. 예로, below transition으로 운전중인

링을 가정하자. 따라서, 이경우 링을 한바퀴 도는 회전주파수는 빔 에너지에 따라 증가한다. 논의의

편의를 위해 링에는 하나의 번치가 있다고 가정하고, 조화수(harmonic number)는 h = 1로 놓는다.

번치가 결맞음성 싱크로트론 진동을 함에 따라, RF 가속관은 양의 에너지 편차(δ > 0)에 대해 더

높은 주파수의 빔 신호를 보게되고, 음의 에너지 편차(δ < 0)에 대해서는 더 낮은 주파수의 빔 신호를

보게된다. 만일 가속관의 임피던스도 주파수에 따라 증가한다면, 높은 에너지를 가지는 빔은 더 많은

에너지를 임피던스를 통해 가속관에 빼앗기게 된다 (그림 15.3의 왼쪽). 이것의 알짜 효과는 싱크로트

론 진동을 감쇠시키는 것이다. 공진 구조물의 일반적인 임피던스 특성을 고려하면, 임피턴스는 ω < ωr

인 경우 (즉, 주파수가 공진 주파수보다 낮을 때), 주파수에 따라 증가하고, ω > ωr인 경우는 주파수에

따라 감소한다. 따라서, below transition에서 로빈슨 불안정서을 피하기 위해서는 RF 가속관은 실제

공진주파수보다낮은주파수로운전해야한다.반면, above transition인경우에는빔신호의주파수가

빔 에너지의 증가에 따라 감소하므로, 빔불안정성을 피하기위해서는 RF 가속관 주파수를 실제 공진

주파수보다 높게 해서 운전해야 한다.
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2. 포텐셜-우물 왜곡 제 15 장. 결맞음성 빔불안정성

그림 15.3: 로빈슨 빔불안정성의 발생 기작. 여기서, ω0는 가속공동에서 전자기장의 진동 주파수를

나타내고, 동시에 (h = 1 이므로) 저장링안에서 평균 에너지 편차 〈δ〉 = 0인 번치의 회전 주파수도

나타낸다. 왼쪽 그림은 가속공동의 공진 주파수 ωr가 ω0보다 약간 높게 튜닝이 된 경우이다. 링이

below transition인 경우, 양의 평균 에너지 편차를 가지는 번치(〈δ〉 > 0, 그림에서 원으로 표시됨)는

ω0 보다 높은 회전 주파수를 가진다. 이 번치에 있는 입자들은 가속관의 높은 임피던스를 보게되고,

따라서 평균 에너지 편차가 0인 입자들 보다 가속관에 에너지를 더 많이 잃게된다. 이 경우 번치의

결맞음성 싱크로트론 진동은 감쇠될 것이다. 오른쪽 그림은 가속공동의 공진 주파수 ωr가 ω0보다 약간

낮게 튜닝이 된 경우이다. 이 때는 번치 안의 입자들이 양의 평균 에너지 편차를 가질 때 (그림에서

원으로 표시됨) 더 낮은 임피던스를 보게 된다. 따라서 평균 에너지 편차가 0인 입자들 보다 가속관에

에너지를덜잃게되고,번치의결맞음성싱크로트론진동은증폭될것이다.만일,링이 above transition

인 경우에는 상황이 반대가 된다. 즉, 결맞음성 싱크로트론 진동은 ωr > ω0일 때 증폭되고, ωr < ω0일

때 감쇠된다.

제 2 절 포텐셜-우물 왜곡

1.2 절에서 우리는 저장링 공동공진기의 빔진행 방향 임피던스가 결맞음성 싱크로트론 진동 주파수

의 변화를 가져옴을 확인했다. 이러한 효과는 RF 가속관의 집속 포텐셜이 변화되는 것으로도 해석할

수 있다. 여러 번치들의 결맞음성 운동에 대해서 우리는 임피던스의 저주파 영역에 해당하는 원거리

웨이크 필드를 고려했다. 반면, 하나의 번치 안의 입자들의 동역학을 연구할 때는 임피던스의 고주파

영역에 해당하는 근거리 웨이크 필드를 고려할 필요가 있다. 이 절에서 우리는 근거리 웨이크 필드가

RF 가속관으로부터의 빔진행 방향 집속에 영향을 미치는 것을 살펴 볼 것이다. 이러한 효과는 어떤

측면에서는 원거리 웨이크 필드에 의한 효과와도 유사성이 있다. 일반적으로 웨이크 필드에 의한 빔진

행 방향 집속력의 변화는 포텐셜-우물 왜곡(potential-well distortion)으로 알려져 있다. 여기서 우리의

목표는 이러한 포텐셜-우물 왜곡이 단일 번치 안의 전하 분포에 미치는 영향을 이해하는 것이다.

14



2. 포텐셜-우물 왜곡 제 15 장. 결맞음성 빔불안정성

우리는 싱크로트론 저장링 안에서 단일 번치 내부의 입자들의 빔진행 방향 운동만을 고려할 것이다.

전체 저장링의 빔진행 방향 웨이크 함수가 W‖(z) ≡ W ′0(z)라고 가정하자. 위상 미끄럼 (phase slip),

RF에 의한 집속 및 웨이크 필드를 포함하여, 단일 번치 내부의 하나의 입자에 대한 운동방정식은

다음과 같이 주어진다.

dz

ds
= −ηpδ, (15.53)

dδ

ds
=

ω2
z

ηpc2
z +

qV (z)

E0C0
. (15.54)

여기서, z는 에너지 E0를 가지는 기준 입자에 대한 상대적인 빔진행 방향으로의 위치이고, δ는 에너지

편차, ηp는 위상 미끄럼 인자, C0는 저장링의 원둘레, ωz는 웨이크 필드가 없는 상황에서의 싱크로트

론 주파수, 그리고 q는 입자의 전하량이다. 포텐셜 V (z)는 저장링 안의 웨이크 필드에 의한 효과를

기술하며, 다음과 같이 주어진다.

V (z) = −
∫ ∞
z

λ(z′)W‖(z − z′)dz′. (15.55)

여기서, λ는 번치 안에서 빔진행 방향으로의 전하 분포(단위는 Cm−1) 이다. 식 (15.54) 우변의 두번째

항의 형태는 웨이크함수 (14.141)로 부터 웨이크 포텐셜을 정의하면서 얻어졌다. 식 (15.55)의 적분

범위는 빔진행 방향 위치 z에 있는 입자보다 앞서가는 모든 전하를 포함하도록 잡는다.

식 (15.53) 및 (15.54)의 운동방정식은 다음의 헤밀토니안으로부터 유도될 수 있다.

H = −ηp
2
δ2 − ω2

z

2ηpc2
z2 − q

E0C0

∫ z

0
V (z′)dz′. (15.56)

우리는 위상 미끄럼 인자, 빔진행 방향 집속력, 그리고 웨이크 함수를 저장링의 전체 원둘레에 대해

평균을 취하였다. 이러한 가정은 싱크로트론 운동과 웨이크 필드 효과가 저장링을 도는 회전 주파수

보다 느린 경우에 효과적이다. 실제로도 이런 상황이 대부분이다. 식 (15.56)의 헤밀토니안은 s에 대한

명시적 의존성을 가지지 않는다. 따라서, 헤밀토니안은 운동 상수이다.

dH

ds
= 0 (15.57)

헤밀토니안이 운동 상수이므로, 동역학 변수 z 및 δ로 이루어진 임의의 함수가 헤밀토니안의 함수로

표현가능다면 이 역시 운동 상수가 된다. 특별히, Ψ(z, δ)가 빔진행 방향 위상공간에서 입자의 분포를

나타낸다고 놓자. 만약,

Ψ(z, δ) = Ψ(H), (15.58)

이라면, 입자 분포는 시간에 대해 일정할 것이다.
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웨이크 필드가 없는 경우에 전자 (또는 양전자) 저장링의 입자 번치는 Gaussian 분포로 감쇠될 것이

다.

Ψ(z, δ) =
Nb

2πσzσδ
e−δ

2/2σ2
δ e−z

2/2σ2
z

=
Nb

2πσzσδ
eH/ηpσ

2
δ . (15.59)

여기서, Nb는 번치안의 총 입자 갯수이다. 평형상태에서의 에너지 편차 σδ는 싱크로트론 방사 효과

(7.94)에 의해 결정되고, 평형상태에서의 번치 길이 σz는 식 (7.96)에 의해 주어진다.

σz = −c ηp
ωz
σδ. (15.60)

여기서 우리는 초상대론적 경우(β0 → 1)를 가정하였다. 전자 저장링에서는 RF 전압을 바꾸게 되면,

평형상태의 번치 길이를 변화시킨다. 반면, 평형상태의 에너지 편차에는 영향을 미치지 못한다. RF

시스템과 웨이크 필드는, 빔진행 방향 좌표 z에 의존해서, 입자에 빔진행 방향으로 힘을 가한다는 면

에서 유사성이 있다. 따라서 우리는 웨이크 필드가 평형상태 에너지 편차는 변화시키지 않고, 다만

빔진행 방향 전하 분포에만 영향을 미친다고 가정할 수 있다. 특별히, 우리는 빔진행 방향 위상공간에

서의 분포를 정확히 식 (15.59)로 나타내기로 한다. 대신, 헤밀토니안은 식 (15.56)을 사용한다. 빔진행

방향으로의 전하 분포 λ는 위상공간 분포와 아래와 같은 관계를 가지기 때문에,

λ(z) = q

∫ ∞
−∞

Ψ(z, δ)dδ, (15.61)

웨이크 필드가 있는 경우 빔진행 방향 전하 분포는 다음과 같은 식을 만족하게 될 것이다.

λ(z) = A exp

(
− z2

2σ2
z

− q

ηpσ2
δE0C0

∫ z

0
V (z′)dz′

)
. (15.62)

여기서, σz는 식 (15.60)으로 주어진다. 상수 A는 다음의 정규화 조건에 의해 결정된다.∫ ∞
−∞

λ(z)dz = qNb. (15.63)

여기서, qNb는 번치안의 총 전하량이다.

식 (15.62)는 Haissinski (하이신스키) 방정식이라고 알려져 있다.2 포텐셜 V (z)는 전하 분포 λ에

의존하기때문에, Haissinski방정식은평형상태의빔진행방향전하분포에대한일종의적분방정식이

다. 이 식은 저장링에서 빔진행 방향 웨이크 필드가 있는 경우를 가정했다. Haissinski 방정식이 정확히

해석적으로 풀리는 몇 가지 특별한 경우가 있기는 하다. 하지만, 일반적으로 Haissinski 방정식은 수

치적으로 풀어야 한다 (예를 들면, 반복계산법을 이용하여). 빔진행 방향 웨이크 필드에 의한 빔진행

방향 전하 분포의 왜곡의 예가 그림 15.4에 잘 나타나 있다.

2J. Haissinski, Exact longitudinal equilibrium distribution of stored electrons in the presence of self-fields, Il Nuovo

Cimento B 18 (1973).
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그림 15.4: 싱크로트론 저장링에서의 포텐셜 우물의 왜곡. 파선은 웨이크 필드가 없는 경우 번치 안의

위치의 함수로 전류분포를 보여준다. 첨두 전류 및 rms 번치 길이는 I0 및 σz0로 각각 나타내었다.

실선은 근거리 웨이크 필드가 있는 경우 빔전류를 나타낸다. 빔전류는 식 (15.62)의 Haissinski 방정

식을 주어진 웨이크 필드에 대해 수치적으로 풀어서 얻는다. 이 그림의 경우는 웨이크 필드가 주파수

공간에서 공동공진기 임피던스 식 (14.181)으로 주어졌을 때이고, Q ≈ 1 및 ωr ≈ 2c/σz0이다. 여기서

우리는 전하 분포가 비대칭이 된 것을 알 수 있고, 앞쪽(번치의 머리 부분)으로 기울어지는 경향을 보

인다. 저장링이 above transition으로 운전 될 때, 번치의 머리 부분의 입자들은 기준 입자들 보다 RF

가속관에 먼저 도착하고 더 높은 에너지를 가속관으로 부터 얻는다. 이런 과정은 웨이크 필드에 의한

에너지 손실을 보상해준다. (주: 번치의 꼬리 부분의 입자들은 에너지 편차가 커져서 above transition

운전에서 번치 머리 쪽으로 쏠리게 된다.)

하지만,주어진장치파라미터와웨이크함수에대해서, Haissinski방정식의해가반드시존재한다는

보장은 없다. 만약에 Haissinski 방정식의 해가 없다면, 평형상태의 빔진행 방향 빔 분포가 존재하지

않는다는이야기다.즉,저장링안에서전하분포가지속적으로변화함을의미한다.다른말로하면,빔이

불안정해진다. 식 (15.62)을 좀 더 자세히 살펴보면, 우리는 빔불안정성이 (근거리에서) 웨이크 함수가

큳때, 번치 전하가 높을때, 또는 위상 미끄럼이나 에너지 편차가 작을 때 일어날 수 있음을 유추할 수

있다.어떤경우에서건,식 (15.62)의웨이크함수가포함된항이커지게되고,빔거동에상당한영향을

미치게 된다. 실제로, 이런 모든 조건들은 빔불안정성의 발현과 연관이 되어 있다. 하지만, Haissinski

방정식만으로는 이런 현상을 명확하게 설명하지는 못한다. 수학적으로 (주어진 파라미터 세트와 웨

이크 함수에 대해) Haissinski 방정식의 해가 존재할지 안할지를 증명하는 것은 매우 어렵다. 빔진행

방향으로의번치전하분포의안정성을결정하는다른방법은 Vlasov방정식으로부터출발하여도출할

수 있다. 관련 내용은 다음 절에서 다루기로 한다.
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제 3 절 관성운동 빔: 마이크로파 불안정성

우리는 15.2절에서 빔진행 방향 웨이크 필드가 저장링 내부 입자가 보는 빔진행 방향 집속 포텐셜의 변

화를 가져올 수 있음을 보았다. 집속 포텐셜의 변화는 번치내 전하 분포의 변화에 의존하고, 전하 분포

자체는 또 집속 포텐셜에 영향을 받는다. 평형상태 분포는 (만약 존재한다면) 식 (15.62)의 Haissinski

방정식을 만족한다. 실제에서는 만일 번치내 전하량이 어떤 한계값을 넘게 되면, 번치가 불안정해지

고 평형상태 분포가 존재하지 않는 것이 발견된다. 따라서, 저장링을 설계하거나 운전할 때는 이런

한계값을 아는 것이 중요하다. 하지만, 이런 과정은 Haissinski 방정식으로 부터 결정하기는 어렵다.

빔불안정성의 한계값을 찾는 다른 접근방법으로 Vlasov 방정식을 이용하는 것이 있는데, 이 방정

식은 전하 분포의 변화를 기술하는 편미분 방정식이다. 만일 저장링 내부의 전하가 균일한 분포(즉,

번칭이 되지 않은 상태)를 가지고, 어떤 주어진 파장의 작은 밀도 변조가 있다면, Vlasov 방정식은 그

밀도 변조의 주파수(즉, 시간의존성)를 주는 분산관계식을 도출한다. 만일, 주파수가 허수부를 가지면,

밀도변조의크기는감쇠하거나또는증폭된다.따라서,분산관계식을밀도변조의주파수에대해풀면

빔의 안정성에 대한 정보를 얻을 수 있다. 적절한 가정을 통해, 이러한 이론 모형을 저장링의 번치가

된 빔에 대해서도 적용이 가능하다. 이번 절에서 우리는 Vlasov 방정식과 분산관계식에 기반한 해석기

법을 전개할 것이고, 이를 통해 주어진 장치 파라미터와 웨이크 함수에 대해 빔이 불안정해지는 한계

전류를 결정하고자 한다.

이해석에서는시간을독립변수로사용하고, θ와 δ를동역학변수로사용하는것이편리하다.에너지

편차 δ는 식 (2.55)에서 다음과 같이 주어진다.

δ =
E

cP0
− 1

β0
=

1

β0

E − E0

E0
≈ E − E0

E0
. (15.64)

여기서 E는입자의에너지이고, E0는기준에너지이다.이기준에너지는기준운동량 P0 및기준속도

β0c에 해당한다. θ는 입자의 좌표계로서, 저장링 둘레로의 빔진행 방향 위치를 radian으로 나타낸다.

θ = 2π
s

C0
. (15.65)

여기서, s는 기준 궤적을 따라서 측정되는 거리이고, C0는 저장링의 원둘레이다. 우리는 초상대론적

상황(β0 → 1)을 가정한다.

RF 시스템, 싱크로트론 복사 및 웨이크 필드가 없는 경우에, 저장링 내부의 입자하나에 대한 운동

방정식은 다음과 같다.

dθ

dt
= ω0(1− ηpδ). (15.66)

dδ

dt
= 0. (15.67)

여기서, ηp는 위상 미끄럼 인자, 그리고 ω0는 δ = 0인 입자의 회전 주파수이다. 우리는 당분간 RF

시스템및싱크로트론복사가없다는가정을계속사용할것이다.이경우저장링안의입자들은관성운
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동 빔(coasting beam)을 이루고, 싱크로트론 진동은 없게 된다. 이런 조건하에서, 빔은 저장링 전체를

채우게 될 것이고, 따라서 어떤 지점에서건 빔 전류는 (근사적으로) 시간에 대해 일정하게 될 것이다.

다만, 어느정도의 작은 무작위적 섭동은 존재할 것이다.

웨이크필드가존재하는경우,입자들은웨이크필드에의한빔진행방향힘으로부터약간의에너지

변화를 느낄 것이다. 따라서, 식 (15.67)은 수정이 될 것이다. 빔진행 방향 웨이크 필드가 임피던스

Z‖(ω) ≡ Z
‖
0 (ω)로 기술된다고 가정하자. 그리고, Z‖(0) = 0이라 놓자. 즉, 빔전류의 DC 성분은 어떤

웨이크 필드도 여기시키지 않는다는 것이다. 이런 가정은, 예를 들면, 저항성-벽면 웨이크 필드를 제외

시킨다. 더 나아가 주어진 시간 주어진 저장링 위치에서 빔전류가 다음의 형태를 갖는다고 가정하자.

I(θ, t) = I0 + ∆Iei(θn−ωnt). (15.68)

빔전류는진폭 ∆I의변조를가지고,파장이 C0/n(C0는장치의둘레)인파동형태로 (주어진위치에서)

주파수 ωn으로진동한다.만약, ωn이허수부를가지면,변조의진폭은감쇠되거나또는증폭될것이다.

빔의 안정성 여부를 판별하기위해 우리는 전류 변조의 진동 주파수인 ωn에 대한 표현식을 찾을 필요가

있다.

계속해서 해석을 진행하기 위해, 우리는 먼저 웨이크 필드의 효과가 고려된 δ에 대한 정확한 운동방

정식을 적을 필요가 있다. 식 (14.161)을 이용하면, 어떤 주어진 입자의 에너지 편차의 변화는 다음과

같다.
dδ

dt
= − q

E0T0

∫ ∞
−∞

dω

2π
e−iωtĨ(ω)Z‖(ω). (15.69)

여기서, T0는회전주기이다.식 (15.68)으로부터전류스펙트럼은주파수 ωn에서단일한성분을가짐을

알 수 있다.

Ĩ(ω) = 2π∆IeinθδD(ω − ωn). (15.70)

여기서, δD(ω − ωn)는 디락 델타 함수이다. 식 (15.69)에 Ĩ(ω)을 대입하면,

dδ

dt
= − q

E0T0
∆IZ‖(ωn)ei(nθ−ωnt). (15.71)

식 (15.66) 및 (15.71)은 웨이크 필드가 있는 상황에서 저장링 안의 단일 입자의 운동을 기술하는 방정

식을 준다. 단일 입자의 운동방정식을 구한 후, 그 다음 단계로 할 것은 전하 분포의 전개를 기술하는

방정식을 적는 것이다. 만약, 개별 입자의 운동이 헤밀토니안 방정식을 만족한다면 (지금의 경우와 같

이), 위상공간에서 입자 분포의 전개는 Vlasov 방정식에 의해 기술된다. 지금 논의하고 있는 경우에는

(자유도가 1이고, 동역학 변수로 θ와 δ를 사용) Vlasov 방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

∂Ψ

∂t
+
dθ

dt

∂Ψ

∂θ
+
dδ

dt

∂Ψ

∂δ
= 0. (15.72)

여기서 Ψ(θ, δ; t)는 위상공간에서 입자의 밀도를 나타낸다. Vlasov 방정식 (15.72)은 본질적으로 Liou-

ville정리 (2.93)의표현식이다.식 (15.66)및 (15.67)로주어진 dθ/dt및 dδ/dt에대한명시적표현식을
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이용하면, 우리는 Ψ(θ, δ; t)에 대한 편미분 방정식을 얻는다. 우리는 이 편미분 방정식을 적절히 조작

하면 전류 변조의 주파수 ωn과 집속 격자 변수, 임피던스, 빔의 에너지 분포를 연관 짓는 적분방정식을

얻을 수 있게 된다. 이 방정식은 주어진 집속 격자와 임피던스에 대해 주어진 에너지 분포를 가진 빔의

안정성을 결정하도록 해준다.

Vlasov방정식을다루기위해,전류변조의크기 ∆I를위상공간의밀도변조를기술하는물리량으로

바꾸는 것이 편리하다. 이런 과정은 다음과 같이 진행될 수 있다. 먼저 빔전류는 다음과 같이 위상공간

밀도와 관련이 되어 있다.

I(θ, t) = qω0

∫ ∞
−∞

Ψ(θ, δ; t)dδ. (15.73)

다음과 같이 쓰고 나면,

Ψ(θ, δ; t) =
Ψ0(δ)

2π
+

∆Ψ(δ)

2π
ei(nθ−ωnt), (15.74)

우리는 전류 변조가 위상공간 밀도 변조와 직접적으로 관련지을 수 있음을 볼 수 있다.

∆I =
qω0

2π

∫ ∞
−∞

∆Ψ(δ) dδ =
qω0

2π

∫ ∞
−∞

∆Ψ(δ′) dδ′. (15.75)

입자 밀도 변조의 크기는 실좌표 공간에서 (일반적으로) 에너지 편차의 함수가 된다. 식 (15.75)의 ∆I

를 식 (15.71)에 대입하면, δ에 대한 운동방정식을 다음의 형태로 얻는다.

dδ

dt
= − q2

T 2
0E0

∫ ∞
−∞

∆Ψ(δ′) dδ′ × Z‖(ωn)ei(nθ−ωnt). (15.76)

식 (15.66) 및 (15.76)의 dθ/dt 및 dδ/dt에 대한 식을 Vlasov 방정식 (15.72)에 대입하고, 작은 밀도

변조 ∆Ψ(δ)에 대해 1차항까지만 전개하면,

∆Ψ(δ) = −i q2

T 2
0E0

∫ ∞
−∞

∆Ψ(δ′) dδ′ × Z‖(ωn)
∂Ψ0/∂δ

nω0(1− ηpδ)− ωn
. (15.77)

에너지 편차의 함수인 위상공간 밀조 변조 ∆Ψ(δ)는 알려져 있지 않다. 하지만, 식 (15.77)에서 양변을

δ에대해적분을함으로써,이항을제거할수는있다. ∆Ψ(δ)를 δ에대해적분한항이양변에나타나고,

서로 상쇄되어 다음과 같이 식이 된다.

1 = −i q2

2πT0E0

Z‖(ωn)

n

∫ ∞
−∞

∂Ψ0/∂δ

1− ωn/nω0 − ηpδ
dδ. (15.78)

식 (15.78)은 분산관계식이다. 원칙적으로 이 방정식을 풀어서 파수 C0/n을 가지는 빔전류 변조의 주

파수 ωn을 찾을 수 있다. 주파수 ωn의 허수부는 변조가 감쇠될지 (음의 허수부), 또는 증폭될지 (양의

허수부) 결정한다.

분산관계식 (15.78)은 관성운동 빔에 대해서만 유효하다는 점을 기억해야 한다. 우리는 이 결과들은

어떻게 번치가 된 빔에 대해 적용하는지도 잠시 살펴볼 것이다. 하지만, 우리는 먼저 관성운동 빔의

경우 에너지 분포 Ψ0에 대한 두 예를 고려할 것이다.
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Negative-mass instability

첫번째 예로, 빔이 에너지 편차를 가지지 않는 경우를 가정하자. 즉, 분포가 디락 델타 함수이다.

Ψ0(δ) = Nb δD(δ). (15.79)

여기서, Nb는 빔의 전체 입자 갯수이다. 부분적분을 통해 우리는 다음을 얻는다.∫ ∞
−∞

∂Ψ0/∂δ

1− ωn/nω0 − ηpδ
dδ = − Nbηp

(1− ωn/nω0)2
. (15.80)

따라서, 분산관계식 (15.78)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

ωn
nω0

= 1±

√
i
qI0ηp
2πE0

Z‖(nω0)

n
. (15.81)

여기서, 평균 빔 전류는 다음과 같이 정의되었다 (따라서, qI0 ∝ q2 > 0 은 항상 양수).

I0 =
qNb

T0
. (15.82)

그리고, 우리는 Z‖(ωn) ≈ Z‖(nω0)로 쓸 수 있다고 가정한다. 순수한 용량성 임피던스의 경우 (즉,

ImZ‖(ω) > 0), 빔은 below transition(ηp < 0)에서 안정되고, 반면 above transition(ηp > 0)에서

불안정하게 된다. 공간전하 임피던스 (12.292)는 순수한 용량성 임피던스의 하나의 예이다. 이런 경우

발생하는 빔의 불안정성은 음의 질량 빔불안정성(negative mass instability)이라고 알려져 있고, 다음

과 같은 간단한 물리적 논거에 의해 설명될 수 있다. 밀도 분포의 피크 바로 앞쪽의 입자들은 공간 전하

힘으로부터에너지를얻는다.반면,피크뒤에있는입자들은에너지를잃는다. Below transition에서,

높은에너지를갖는입자는높은회전주파수를가지고,따라서밀도피크의앞쪽으로나가려는경향을

가진다. 낮은 에너지를 갖는 입자들은 피크의 뒤쪽으로 미끄러진다. 이것의 순 효과는 입자 밀도의

피크를 뭉개는 것이다. Above transition 에서는, 반대로, 피크 앞쪽에서 공간 전하에 의해 에너지를

얻는입자들은피크쪽으로후퇴하고,피크뒤쪽의입자들은피크쪽으로전진해간다.결과적으로,입자

밀도에 어떠한 피크라도 감소하기 보다는 계속해서 증가하는 경향을 가질 것이다.

일반적으로 가속기에서의 빔진행 방향 임피던스는 허수부뿐만 아니라, 실수부도 가진다. 식 (15.81)

에서 우리는, 순수한 유도성 임피던스의 경우(즉, ImZ‖(ω) < 0)이거나 또는 임피던스가 실수 (저항)

성분을 가질 때는, 항상 양의 허수부를 가지는 ωn의 해가 존재함을 볼 수 있다. 따라서, 에너지 편차가

0인 빔은 언제나 불안정해진다.

Microwave instability

두번째 예로, Gaussian 에너지 편차를 가지는 관성운동 빔을 생각하자.

Ψ0(δ) =
Nb√
2πσδ

e−δ
2/2σ2

δ . (15.83)
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이 식을 분산관계식 (15.78)에 대입하고, 적분변수를 δ에서 ζ = δ/σδ로 바꾸면,

1 = −i qI0

(2π)3/2E0ηpσ2
δ

Z‖(ωn)

n

∫ ∞
−∞

ζe−ζ
2/2

∆n + ζ
dζ. (15.84)

여기서, I0는 평균 빔전류 (15.81)이고, 우리는 다음의 변수 ∆n를 정의한다.

∆n =
ωn/nω0 − 1

ηpσδ
(15.85)

이 단계에서 우리는 식 (15.84)를 (주어진 임피던스에 대해) ∆n에 대해 풀어야 하고, ωn의 허수부를

얻어야 한다. 하지만, 이 작업은 매우 어렵기 때문에, 우리는 다른 접근 방식을 택하기로 한다. 만약

다음과 같은 함수 F (∆n)를 정의하면,

1

F (∆n)
= − i√

2π

∫ ∞
−∞

ζe−ζ
2/2

∆n + ζ
dζ, (15.86)

식 (15.84)은 다음의 형태로 쓸 수 있게된다.

qI0

2πE0ηpσ2
δ

Z‖(ωn)

n
= F (∆n). (15.87)

이제, 우리는 F (∆n)의 실수부와 허수부를 특정 범위의 ∆n 값에 대해 (허수값은 고정하고) 그려 볼

수 있다. ∆n의 허수값은 ωn의 허수부로부터만 오기 때문에, 복소평면에서 이러한 방식으로 그려진

선들은 빔전류 변조의 어떤 고정된 증폭률 또는 감쇠율에 해당이 될 것이다.

그림 15.5의 실선은 다음의 식을

u+ iv = F (∆n), (15.88)

특정 범위에서 ∆n의 실수값에 대해 나타낸 것이다. 음의 허수부(감쇠되는 빔전류 변조에 해당)를 가

지는 ωn에 대해서는 실선 안쪽의 점들을 주고, 양의 허수부(증폭되는 빔전류 변조에 해당)를 가지는

ωn에 대해서는 실선 바깥쪽의 점들을 준다. 주어진 운전조건과 임피던스에 대해 어떤 빔이 안정하냐를

판단하기 위해, 우리는 다음과 같이 정의된 곡선을 특정 범위의 ω 값에 대해 그릴 수 있다.

u+ iv =
qI0

2πE0ηpσ2
δ

Z‖(ω)

ω/ω0
. (15.89)

만약 ωn ≈ nω0라면,식 (15.89)로정의되는곡선은어떤범위의 n에대해다음과같이정의되는곡선에

근접하게 된다.

u+ iv =
qI0

2πE0ηpσ2
δ

Z‖(ωn)

n
(15.90)

만일 식 (15.89)로 정의되는 곡선이 어떤 범위의 ω에서 실수의 ∆n에 대해 식 (15.88)로 정의되는 경

계를 넘어가게되면, 분산관계식은 음의 허수부를 가지는 ωn에 대한 해를 가지게 된다. 이경우 빔은

불안정해 진다.
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그림 15.5: 마이크로파 불안정성의 임계값을 주는 Keil-Schnell 조건식 (15.95)의 유도. 실선은 식

(15.86)으로 정의된 u + iv = F (∆n)을 실수값 ωn 에 대해 보여준다. 이 곡선 안쪽에서는 ωn의 허수

부는 음수이다(즉, 주파수 ωn을 가지는 빔 밀도의 섭동은 감쇠). 이 곡선 바깥쪽에서는 ωn의 허수부는

양수이다(즉, 주파수 ωn을 가지는 빔 밀도의 섭동은 증폭). 쇄선 및 파선은 식 (15.89)로 정의된 곡선을

나타내며, 각각 공동공진기 임피던스 (15.91)에서 Q = 1 및 Q = 10인 경우를 각각 나타낸다. 션트

임피던스의 Rs의 값은 식 (15.92)를 만족하도록 정해졌다.

예를 들어 식 (14.181)의 공동공진기 임피던스를 가정하자.

Z‖(ω) =
Rs

1 + iQ
(
ωr
ω −

ω
ωr

) . (15.91)

그림 15.5의 파선은 식 (15.89)로 정의된 곡선을 보여준다. 이때, 식 (15.91)의 임피던스를 특정 범위의

ω에 대해 계산하여 사용하였고, 다음을 가정하였다.

qI0

2πE0ηpσ2
δ

ω0

ωr
Rs =

4

3
. (15.92)

위 식 (15.92)의 조건 일때, 식 (15.89)로 정의된 파선은 식 (15.88)로 정의된 실선에 가까와 지거나

(작은 값의 Q ≈ 1에 대해) 또는 경계를 넘게 된다 (큰 값의 Q � 1에 대해). 따라서, 빔이 안정할

조건은 다음과 같이 쓸 수 있다.

I0 <
8πE0|ηp|σ2

δ

3qω0Rs/ωr
. (15.93)
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그림 15.5의 파선은 주파수가 nω0 ≈ ωr일때 실선을 넘어간다. 여기서, ωr은 임피던스 소스의 공진

주파수이다. 빔 밀도 변조의 불안정 모드는 결국 그 주파수가 불안정성을 야기하는 임피던스의 공진

주파수에 까까울 때이다. 저장링에서는 여러 다양한 컴포넌트가 임피던스에 기여한다. 특히, 주파수가

mm영역에해당하는공진이매우흔하다.이러한길이정도로빔의밀도변조를일으키는빔진행방향

불안정성은 상당한 양의 마이크로파를 발진시키기 때문에, 보통 마이크로파 빔불안정성 (microwave

instability)라고 부른다.

Keil-Schnell criterion

공동공진기 임피던스 (15.91)은 특별한 경우이다. 좀더 일반적으로 빔불안정성의 문턱값은 종종 임피

턴스의 크기를 통해 (임피던스의 특정 형태는 고려하고 않고) 표현된다. 다음의 경우에

|F (∆n)| < 1, (15.94)

∆n의허수부가항상음수라는것을이용하면,우리는다음의조건에서모든 n값에대해빔이안정하게

된다고 이야기할 수 있다. ∣∣∣∣Z‖(nω0)

n

∣∣∣∣ < 2πE0|ηp|σ2
δ

qI0
. (15.95)

이 조건 (15.95)은 Keil-Schnell 조건식이라고 알려져 있다.3

Keil-Schnell 조건식을 유도하는데 사용된 기본 가정은 빔이 번칭이 되지않고 관성운동을 한다는 것

이였다. 즉, 빔진행 방향 집속이 없고, 싱크로트론 진동이 없다고 가정하였다. 이러한 조건을 완화하여

번칭이 된 빔에도 적용할 수 있는 수정된 Keil-Schnell 조건식을 다음과 같이 찾을 수 있다. 빔진행

방향으로 밀도 변조를 가지는 번칭이 된 빔을 가정하자. 이 이론 모형이 의미있기 위해서는, 밀도 변

조의 파장이 각각의 번치 길이 보다 작아야 한다. 예를 들면, 번치들이 빔진행 방향으로 표준 변차

σz의 Gaussian 분포를 가진다면, 우리는 밀도 변조의 파장이 C0/n인 경우만 고려한다. 여기서 C0는

저장링의 원둘레이고,

n� C0

σz
. (15.96)

또한, 빔불안정성이 성장되는 시간 스케일이 싱크로트론 주기보다 짧다고 가정한다. 이러한 조건을 만

족하는 밀도 변조에 대해, 우리는 각각의 번치를 Gaussian 번치의 첨두 전류값(qNbc/
√

2πσz)을 평균

빔전류 값(I0)으로 가지는 연속적인 빔으로 가정한다.

I0 =
qNbc√
2πσz

. (15.97)

3E. Keil and W. Schnell, Concerning longitudinal instability in the ISR, Tech. Rep. CERN-ISR-TH-RF/69-48

(1969).
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여기서 Nb는 번치내의 입자 갯수이다. 결과적으로 얻어진 빔 안정성 조건은 Keil-Schnell-Boussard

조건식이라고 다음과 같이 알려져 있다.4∣∣∣∣Z‖(nω0)

n

∣∣∣∣ < (2π)3/2E0|ηp|σ2
δσz

q2Nbc
(15.98)

비록 Keil-Schnell 조건식 (또는 Keil-Schnell-Boussard 조건식)이 종종 빔불안정성이 일어날 가능성

을 가리키는데 유용할 수 있지만, 그 결과는 일반적으로 그대로 받아드려서는 안된다. 특별히, Keil-

Schnell 조건식은 이 조건에서 빔이 안정하게 된다는 (충분) 조건 하나를 말하는 것이지, 이 조건을

만족하지 않으면 반드시 빔이 불안정해 진다는 것을 암시하는 것은 아니다. 그 이유는 Im ωn < 0

으로 정의된 경계 영역이 복소 평면에서 단순한 원이 아니기 때문이다. 특히, 그림 15.5에서 보듯이,

음의 허수 축을 따라서 있는 모든 점들은 Im ωn < 0인 영역 안에 들어있다. 이것은 Gaussian 에너지

분포를 가지는 빔은, 임피던스가 below transition에서는 순수한 용량성이거나 또는 above transition

에서는 순수한 유도성이기만 하면, 임피던스가 얼마나 크냐에 상황없이 항상 안정하다는 것을 의미한

다. 이러한 상황은 에너지 편차가 없을 때 공간전하 임피던스의 경우에 해당한다. 그럼에도 불구하고,

임피던스의 절대값이 크게되면, 아주 작은 임피던스의 실수부라고 하더라도 빔불안정성을 야기시킬

수 있다.

좀더 적절하게 빔 안정성을 판단하기 위해서는 장치 임피던스의 정확한 정보가 요구된다. 불행히도,

저장링의 임피던스를 계산하는 것은 쉽지 않은 일이다. 특히, 큰 저장링의 경우 상당한 노력이 요구

된다. 높은 주파수 대역의 임피던스가 종종 중요한데, 한 섹션의 빔라인에서 이런 고주파 임피던스를

정확하게계산하는것은넓은영역의부피에걸쳐매우높은정밀도로맥스웰방정식의해를얻는것에

의존한다.실제로운전되는저장링에서장치의임피던스를측정하는것역시매우힘든일이다.보통은

저장링에서 관찰되는 빔의 거동은 진공 챔버의 모델로부터 계산된 값보다 높은 임피던스를 가정할

때 훨씬 더 잘 들어맞는다. 진공 챔버의 임피던스는 종종 하나의 값 Z‖/n으로 특성지어 진다. 광대역

공진기(즉, 공진기의 품질인자가 Q ≈ 1인 경우)는 주파수가 ω < ωr인 경우

|Z‖(ω)|
ω

≈ Rs
ωr

(15.99)

과 같은 거동을 보이고, 따라서,

|Z‖(nω0)|
n

≈ ω0Rs
ωr

=
2πcRs
ωrC0

(15.100)

이 된다. 여기서 Rs는 shunt 임피던스이다. 따라서, Z‖/n은 본질적으로 저장링의 단위 길이당 임피던

스의 평균값이 된다. 대전류 운전을 위해 설계된 현대의 저장링들은 Z‖/n의 값이 100 mΩ 이하 정도가

되도록 하고 있다.

4D. Boussard, Observation of microwave longitudinal instabilities in the CPS, Tech. Rep. LABII/RF/Int./75-2

(1975).
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비록 Keil-Schnell 조건식 (15.95)가 빔 안정성의 엄밀한 조건을 주지는 못하지만, 식 (15.95)로 결

정되는 불안정성 문턱값이 다양한 장치 파라미터에 어떻게 의존하는지를 고찰하는 것은 여전히 매우

흥미로운 주제이다. 우선적으로, 빔 에너지에 대한 선형적인 의존성이 있음을 볼 수 있다. 빔 에너지가

높을 수록 빔 운동의 경직성이 커지고, 따라서 빔 안의 입자 운동에 영향을 미치는 외부 전자기장에 덜

민감해 진다. 둘째로, 임피던스의 한계는 입자의 전하량과 빔전류에 반비례 관계가 있음을 볼 수 있다.

빔파이프에 발생되는 웨이크 필드의 크기는 빔전류에 비례한다. 웨이크 필드가 입자에 미치는 힘은

전하량에 비례한다. 마지막으로 임피던스의 한계는 위상 미끄럼 인자와 에너지 편차(퍼짐)의 제곱에

비례한다.빔안정성이이러한값들에의존하는것은장치설계및운전에있어서매우중요하며,다음과

같은 간단한 물리적 논거로 설명될 수 있다. 빔이 저장링의 어떤 임피던스 성분의 공진 주파수로 밀도

변조가되기시작했다고생각하자.만약에임피던스가어떤적당한성질을보인다면,밀도변조에의해

발생된 웨이크 필드가 다시 변조의 크기를 키우는 방향으로 작용하게 된다. 결과적으로 밀포 변조의

진폭이 지수함수적으로 증가하게 된다. 하지만, 저장링 빔 안의 입자들은, 입자의 에너지 및 위상 미끄

럼 인자에 따라, 서로 다른 회전주기로 돈다. 만약, 저장링이 매우 큰 위상 미끄럼 인자를 가지고, 또

빔의 에너지 편차가 크다면, 입자들의 회전주기의 퍼짐은 밀도 변조가 증폭되는 것을 막게된다. 밀도

변조의 크기가 상당한 수준으로 증폭되는 것은 임피던스의 효과가 충분히 커서, 입자들의 회전주기

퍼짐에 의해 밀조 변조가 평탄화 되는 정도보다 밀도 변조를 증폭시키는 정도가 클 때이다. 이것은

일종의 임계 효과로 나타나는데, 즉 임피던스(또는 빔전류)가 어떤 특정 값보다 클때만 빔불안정성

(밀도 변조의 진폭이 증폭되는 현상)이 나타나게 된다.

Landau damping

빔 회전주기(또는 진동주기)의 퍼뜨림에 의한 가속기 빔불안정성의 억제는 Landau damping으로 알

려져 있다.5 Landau damping은 플라즈마 물리의 관점에서 처음 기술되었는데, 입자들의 진동주기의

퍼짐에 의한 결깨짐(decoherence)이 플라즈마 파동의 진폭을 감쇠시키게 된다. 엄밀하게 말해서, 가

속기에서의 Landau damping은 번치 안 입자운동의 결깨짐을 기술하는 것은 아니다. 오히려, 결맞음

운동이 초기에 발생하는 것 자체를 억제하는 것이라고 볼 수 있다. 이러한 구별은 중요하다. 왜냐하면,

가속기에서의 Landau damping은 그렇지 않는데, 일반적으로 결깨짐은 빔 이미턴스의 증가를 가져오

기 때문이다.

플라즈마에서의 Landau damping(플라즈마 파동의 진폭이 감쇠되는 것을 기술)과 가속기에서의

Landau damping(불안정성의 억제를 기술)과의 차이점에도 불구하고, 두 기작 모두 입자 진동 주기의

퍼짐에서 비롯된다는 점에서, 상당한 공통점이 있다. 만약, 저장링 빔의 에너지 퍼짐이 없다면, 또는

위상미끄럼인자가 0이라면,모든입자들은저장링주위를똑같은회전주기를가지고돌게될것이고,

밀도 변조의 발달과정은 결맞음 상태에 있게될 것이다. 즉, Landau damping은 없게 된다. 결과적으로

5L. Landau, On the vibration of the electronic plasma, Journal of Physics (USSR) 10 (1946).
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빔불안정성의 문턱값(임피던스의 크기 또는 빔전류의 관점에서)이 실질적으로 0인 상태가 된다.

한가지중요하게짚고넘어갈점은비록어떤빔불안정성이발생한다고할지라도,저장링의성능에는

크게영향을미치지않을수있다는점이다.우리가유도한결과들,특별히 Keil-Schnell조건식 (15.95)

은어떤조건하에서빔이불안정해질수있다는가능성을나타내지만,불안정성임계값을넘을때실제

어떤 식으로 빔이 거동할 지는 알려주지 않는다. 이것의 한가지 이유는 우리가 Vlasov 방정식에 선형

근사(밀도 변조의 진폭의 관점에서)를 사용했다는 것이다. 밀도 변조의 진폭이 관찰이 가능할 정도로

충분히 커지고 나면, 변조는 더이상 작은 섭동으로 취급하기가 어렵고, Vlasov 방정식에 적용된 선형

근사도 더이상 유효하지 않다.

실제로는싱크로트론저장링을마이크로파빔불안정성의임계전류값보다높여운전하는것이그리

드문 경우는 아니다. 빔불인정성의 임계값 이하에서 운전하는 전자 저장링에서, 빔 분포는 싱크로트론

복사에 의해 결정되는 어떤 평형상태에 이르게 된다. 빔진행 방향의 위상공간에서는, 이러한 분포가

매끈한 2차원 Gaussian 분포로 주어질 것이다. 만약, 추가로 입자들이 번치로 입사가 되어 빔전류가

불안정성의 임계값보다 커지게 된다면, 밀도 변조가 나타나기 시작할 것이다. 싱크로트론 진동때문에,

초기에빔진행방향의좌표 z만의함수였던밀도의변화는빔진행방향의위상공간상에서회전을하게

되고, 따라서 에너지 편차 δ축에서도 밀도 변조가 발생한다. 전반적인 동역학은 상당히 복잡하게 될 수

있지만, 실제로 관찰될 수 있는 것은 약간의 번치 길이 증가와 에너지 퍼짐의 증가 정도뿐이다. 이러한

효과는 종종 turbulent bunch lengthening으로 알려져 있다. 다른 말로 하면, 전반적인 빔진행 방향 이

미턴스의 증가는 있지만, 전하의 분포는 여전히 평형상태에 이르게 된다. 만약, 빔전류가 계속해서 더

증가한다면 좀더 복잡한 현상들이 나타나게 된다. 예를 들어, 번치 안의 입자 분포가 주기적으로 (또는

준주기적으로) 변할 수 있고, 어떤 평형상태에도 이르지 못할 수 있다. 결합-번치 빔불안정성의 경우,

고속 피드백 시스템을 이용하여 결맞음성 번치 진동을 억제할 수 있다. 하지만, 단일-번치 빔불안정성

의 경우, 불안정성이 발전되는 시간 스케일이 종종 너무 빨라서, 고속 피드백 시스템이 유효한 제어

수단이되지못한다.이경우주요한불안정성완화방법은저장링이적절한위상미끄럼인자와에너지

퍼짐을 가지도록 설계를 하는 것이고, 또 임피턴스를 가급적 작게 유지하도록 빔 파이프를 설계하고

제작하는 일이 되겠다.

제 4 절 단일-번치 빔불안정성

15장 1절에서 우리는 빔에 미치는 웨이크 필드의 효과를, 번치를 하나의 거시입자로 취급하는 모형을

이용하여 논의한 바 있다. 다른 말로 하면, 하나의 번치안에 있는 모든 입자들은 웨이크 필드로부터

받는힘에반응하여똑같이움직인다고가정을한것이다.이러한모형은몇몇중요한효과들을기술할

수 있다. 하지만, 웨이크 필드의 중요한 효과에는 번치 내부의 전하 분포에 영향을 미치는 것들도 있다.
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번치안의 입자의 갯수는 보통 109 또는 1010 정도로 매우 많기 때문에, 번치안 입자들의 집단 동역학을

엄밀하게 기술하는 것은 매우 어렵다. 두 가지 방법이 가능하겠다. 하나는 번치를 전하의 연속체로

표현하여유체역학의해석방법을적용하는것이고,다른하나는번치를몇개의작은수의입자의집합

(심지어 단 2개로)으로 취급하는 것이다. 물론, 두 방법 모두 엄밀하게 정확한 것은 아니다. 그럼에도

불구하고,이러한방법들은빔거동의이해를위한통찰력을주고유용한결과를도출하기도한다.이번

절에서 우리는 여러 다양한 현상들을 기술하게 될텐데, 어떤 것은 연속체 모형으로 좀 더 쉽게 이해가

가능하고, 반면에 다른 것들은 거시입자 모형으로 좀 더 잘 취급된다. 우리는 주어진 각각의 경우에

대해 가장 적합한 모형을 사용할 것이다. 우리의 목표는 일반적으로 웨이크 필드가 하나의 번치안의

전하 분포에 어떠한 영향을 주는 지를 이해하는 것이고, 특별히 어떤 조건하에서 번치가 정상상태의

평형 분포에 이르지 못하는 가를 결정하는 것이다. 즉, 우리는 어떤 조건에서 빔불인정성이 발생하게

되는지를 결정하고자 한다.

4.1 머리-꼬리 빔불안정성

빠른 머리-꼬리 빔불안정성

첫번째 경우로, 횡단면 방향 웨이크 필드가 있는 경우에 싱크로트론 저장링을 돌고 있는 번치를 가정

하고, 그 번치안의 입자들은 베타트론 운동을 하고 있다 생각하자. 웨이크 필드는 번치안의 서로 다른

입자들의 베타트론 진동사이에 결합을 가져온다. 여기에 수반되는 동역학을 이해하려면, 싱트로트론

운동이또한고려가되야한다.우리는번치를두개의거시입자로가정해서동역학을해석하기로하고,

각각의거시입자는번치의총전하를반반씩나눠가진다고생각하자.우리는만약웨이크필드가충분

히강하고,또는번치전하가충분히크다면,두거시입자의베타트론운동의지수적으로증가하는것을

발견하게 될 것이다. 즉, 빔불안정성이 발생하게 된다. 불안정성의 임계값은 저장링의 파라미터들로

표현이 될 수 있다.

먼저 거시입자의 횡단면 방향 및 빔진행 방향의 정준(canonical) 좌표계를 (x1, px1) 및 (z1, δ1)로

각각 놓자. 마찬가지로 두번째 거시입자의 횡단면 방향 및 빔진행 방향의 정준 좌표계는 (x2, px2) 및

(z2, δ2)이다. 우리는 하나의 번치 길이에서만 존재하는 웨이크 필드만을 고려하기로 한다. 즉, 우리는

저장링안의 다른 번치로 부터는 오는 영향은 무시한다. 베타 함수 βx = 1/kβ가 일정하다고 가정하면

(즉, smooth-focusing 가정을 적용하면) 첫번째 거시입자의 운동방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

dx1

ds
= px1, (15.101)

dpx1

ds
= −k2

βx1 +
F⊥
E0

. (15.102)

여기서 E0(≈ cP0)는기준에너지(P0 는기준운동량)이다.그리고, F⊥는다른거시입자로부터생성된

웨이크 필드에 의해 받는 힘이다. 전체 저장링의 웨이크 함수 W⊥(z)를 이용하면, 횡단면 방향의 힘
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F⊥는 다음과 같이 쓸 수 있다.

F⊥ =
q2Nb

2

W⊥(z1 − z2)

C0
x2. (15.103)

여기서, q는 입자하나의 전하량이고, Nb는 번치안의 입자 갯수, 그리고, C0는 저장링의 원둘레이다.

만약 거시입자 1이 거시입자 2에 앞서 있다면, z1 − z2 > 0이고 웨이크에 의한 힘은 없게 된다. 두번째

거시입자의 운동방정식도 마찬가지 방법으로 쓸 수 있다.

dx2

ds
= px2, (15.104)

dpx2

ds
= −k2

βx2 +
q2Nb

2

W⊥(z2 − z1)

E0C0
x1. (15.105)

이제두거시입자사이의싱크로트론운동위상차가 π라고가정하고,각각의거시입자의싱크로트론

운동 진폭은 σz(rms 번치 길이)라고 하자. 그러면, 두 거시입자 사이의 빔진행 방향 거리 차이는

z1 − z2 = σz sin(kzs)− σz sin(kzs− π) = 2σz sin(kzs) (15.106)

이다. 여기서

kz =
dφz
ds

(15.107)

이고, φz는 거시입자 1의 싱크로트론 위상이다. 해석을 단순화하기 위해 웨이크 함수에 대해 선형 근사

를 사용할 수 있다고 가정한다 (횡단면 방향 웨이크 함수는 sine 함수꼴). 따라서, z > 0에 대해 다음과

같다.

W⊥(−z) =
z

σz
W⊥(−σz). (15.108)

그리고, 첫번째 입자의 싱크로트론 위상을 s = 0에서 z1 = 0 및 dz1/ds > 0이 되도록 잡으면, 첫번째

거시입자의 운동방정식은 싱크로트론 반주기 0 < s < π/|kz|에 대해 다음과 같이 쓸 수 있다.

dx1

ds
= px1, (15.109)

dpx1

ds
= −k2

βx1. (15.110)

그리고, 두번째 거시입자에 대해서는

dx2

ds
= px2, (15.111)

dpx2

ds
= −k2

βx2 +Akzkβ sin(kzs)x1 (15.112)

이다. 여기서 무차원화된 변수 A는 다음과 같이 정의되었다.

A = q2Nb
W⊥(−σz)
|kz|kβE0C0

. (15.113)
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운동방정식 (15.109)–(15.112)의 해는 수송 행렬을 이용하여 0 < s < π/|kz|(그리고, 0 < s + ∆s <

π/|kz|)에 대해 다음과 같이 쓸 수 있다.
x1

px1

x2

px2


s+∆s

= RI(∆s)


x1

px1

x2

px2


s

. (15.114)

여기서,

RI(∆s) =


cos(kβ∆s) 1

kβ
sin(kβ∆s) 0 0

−kβ sin(kβ∆s) cos(kβ∆s) 0 0

R31(∆s) R32(∆s) cos(kβ∆s) 1
kβ

sin(kβ∆s)

R′31(∆s) R′32(∆s) −kβ sin(kβ∆s) cos(kβ∆s)

. (15.115)

행렬 요소 R31(∆s) 및 R32(∆s)는 다음과 주어진다.

R31(∆s) =
A

4k2
β − k2

z

×

(
kzkβ sin(kz∆s) cos(kβ∆s) +

[
2k2

β(1− cos(kz∆s))− k2
z

]
sin(kβ∆s)

)
, (15.116)

R32(∆s) =
A

4k2
β − k2

z

×

(kz sin(kz∆s) sin(kβ∆s)− 2kβ [1− cos(kz∆s)] cos(kβ∆s)) . (15.117)

행렬 요소 R′31(∆s) 및 R′32(∆s)는 각각 R31(∆s) 및 R32(∆s)의 미분값이다.

이어지는 싱크로트론 반주기 π/|kz| < s < 2π/|kz| 동안에, 두 거시입자의 역할은 반대로 된다. 거시

입자 2가 거시입자 1에 앞서가고, 거시입자 1의 운동은 거시입자 2가 발생하는 웨이크필드의 영향을

받게된다. 두 상황의 대칭성에 의해, 우리는 바로 π/|kz| < s < 2π/|kz|인 경우에 운동방정식의 해를

다음과 같이 쓸 수 이다. 
x1

px1

x2

px2


s+∆s

= RII(∆s)


x1

px1

x2

px2


s

. (15.118)

여기서,

RII(∆s) =


cos(kβ∆s) 1

kβ
sin(kβ∆s) R31(∆s) R32(∆s)

−kβ sin(kβ∆s) cos(kβ∆s) R′31(∆s) R′32(∆s)

0 0 cos(kβ∆s) 1
kβ

sin(kβ∆s)

0 0 −kβ sin(kβ∆s) cos(kβ∆s)

. (15.119)
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전체 싱크로트론 주기에 대한 수송 행렬은 전반 싱트로트론 주기와 후반 싱크로트론 주기에서 계산된

수송 행렬을 곱해서 얻을 수 있다.

M = RII(π/|kz|)RI(π/|kz|). (15.120)

만약, 다음의 경우라면

|kz| � kβ, (15.121)

행렬M은 다음과 같이 근사될 수 있다.

M≈ AR. (15.122)

여기서 A 및 Rd은 다음과 같이 주어진다.

A =


1−A2 0 0 −A/kβ

0 1−A2 kβA 0

0 −A/kβ 1 0

kβA 0 0 1

, (15.123)

R =



cos
(

2π
kβ
|kz |

)
1
kβ

sin
(

2π
kβ
|kz |

)
0 0

−kβ sin
(

2π
kβ
|kz |

)
cos
(

2π
kβ
|kz |

)
0 0

0 0 cos
(

2π
kβ
|kz |

)
1
kβ

sin
(

2π
kβ
|kz |

)
0 0 −kβ sin

(
2π

kβ
|kz |

)
cos
(

2π
kβ
|kz |

)


. (15.124)

행렬 R은 각각의 거시입자가 만드는 일반적인 베타트론 진동을 나타낸다. 행렬 A는 횡단면방향 웨

이크필드의효과를기술한다.행렬 A와 R은두가지중요한성질을가진다.첫째,행렬들은 symplectic

하다. 둘째, 서로 교환 가능하다. 두번재 성질에서 부터 우리는 nz번째 싱크로트론 주기에서 수송 행렬

을 다음과 같이 쓸 수 있다.

Mnz ≈ AnzRnz . (15.125)

이제, 행렬 A와 R가 symplectic하다는 점을 이용하면, 우리는 행렬의 고유값으로 부터 거시입자들의

운동의 안정성을 결정할 수 있게된다. 만약 저장링의 빔동역학이 웨이크 필드가 없는 상황에서 안정하

다면, R의 고유값의 절대값은 만드시 1 어야 한다. 거시입자 운동의 안정성은 따라서 A의 고유값들에

의존하게 된다. 이 고유값들은

eigenvalues(A) = 1− A2

2
± iA

2

√
4−A2 (15.126)

이다. A의 고유값는 다음의 조건에서 복소수이고 그 절대값이 1(즉, 안정된 운동)이다.

|A| < 2. (15.127)

31



4. 단일-번치 빔불안정성 제 15 장. 결맞음성 빔불안정성

그렇지 않다면 고유값은 실수가 된다. 웨이크 필드가 있는 경우에 빔이 안정하게 될 조건은 따라서

q2Nb
|W⊥(−σz)|
|kz|kβE0C0

< 2. (15.128)

행렬 M은 두 거시입자의 횡단면 방향 변수들의 싱크로트론 한 주기 동안의 수송 행렬이다. M

의 고유값들은 횡단면 방향 진동에 대해 각각의 정규 모드의 싱크로트론 한 주기 동안의 위상 변화

를 나타낸다. 정규 모드는 자제는 M의 고유벡터로부터 구성된다. M은 symplectic이기 때문에 (즉,

detM = 1) 고유값들은 서로 역수인 쌍으로 나타나고, 따라서 다음과 같이 쓸 수 있다.

eigenvalues(M) = e±2πiΩn/ωz . (15.129)

여기서 Ωn은 모드 n의 진동 주파수이고, ωz ≈ kzc는 싱크로트론 주파수이다. 이 모형에서는 단 2개의

거시입자만있기때문에, 2개의모드가존재하고,따라서, 2개의서로독립적인진동주파수만존재한다.

웨이크 필드가 없는 경우에는 (W⊥(z) = 0), 두 모드 주파수가 같다.

Ωn = ωβ. (15.130)

여기서 ωβ = kβc는 베타트로 진동 주파수이다. 모드들은 두 거시입자가 베타트론 주파수로 진동하는

것에 해당한다. 한 모드는 위상차가 0이고, 다른 하나는 위상차가 π이다.

파라미터 A가증가하면 (예를들어,번치전하를늘려서),모드주파수들은베타트론주파수에서부터

다른 값으로 변화하게 된다. 한 모드는 주파수가 증가하고, 다른 하나는 감소하여, 다음과 같이 쓸 수

있다.

Ωn = ωβ ±∆ωβ. (15.131)

이러한 모드 주파수의 거동은 그림 15.6에서도 관찰할 수 있다. 여기서 우리는 Ωn을 A의 함수로 그린

것이다. 만약 A의 값이 2에 접근하면, 모드 주파수들은 다음의 값에 접근하게 된다.

Ωn = ωβ ±
1

2
ωz. (15.132)

만약 A의 값이 더 증가하게 되면, 모드 주파수 Ωn들의 실수부는 더이상 변화하지 않고, 다만 모드

주파수 Ωn은 허수부를 가지게 되는데, 이 허수부는 각각의 모드 진동의 지수적 증폭 또는 감쇠를 기술

하게 된다. 베타트론 진폭의 지수적 증가는 빔불안정성을 나타낸다. 빔불안정성은 번치내의 입자수가

특정한 임계값을 넘을 때 발생한다. 그 임계값은 다음과 같이 주어진다.

Nb =
2|kz|kβE0C0

q2|W⊥(−σz)|
. (15.133)

임계값 이상에서, 베타트론 진동은 매우 빠르게 증폭될 수 있다. 이런 맥락에서, 이 빔불안정성은 빠른

머리-꼬리 빔불안정성 (fast head-tail instability)라고 알려져 있다.
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그림 15.6: 식 (15.113)의 파라미터 A의 함수로 나타낸 머리-꼬리 모드의 주파수들. 파라미터 A는

횡단면 방향 웨이크 필드와 저장링 파라미터의 특성을 나타낸다. 실선은 모드 주파수 Ωn의 실수부를

나타내고, 파선은 허수부(머리-꼬리 진동 진폭의 증가을 또는 감쇠율에 해당)를 나타낸다. 웨이크 필드

가 없는 경우에는 머리-꼬리 모드들의 주파수는 베타트론 주파수 ωβ 와 같아진다. A ≥ 2인 경우에는

머리-꼬리 모드들의 주파수가 베타트론 주파수에서 싱크로트론 주파수의 절반만큼 달라진다.

머리-꼬리 빔불안정성

지금까지 우리는, 저장링 안의 입자가 싱크로트론 진동을 하면서 번치안에서의 빔진행 방향 위치뿐만

아니라 입자의 에너지도 변화한다는 점을 무시해왔다. 일반적으로는 입자의 베타트론 진동 주파수는

그 에너지에 의존한다.

kβ = kβ0 + ξδ +O(δ2). (15.134)

여기서, δ는 에너지 편차, kβ0는 에너지 편차가 없는 입자의 베타트론 파수 (= ωβ/c)이고, ξ는 색수차

이다. 싱트로트론 저장링에서는, 자연 색수차(즉, 이극자석과 사극자석만 고려한 격자에서 나타나는

색수차)가 항상 음수이고, 따라서 색수차는 충분히 커서 상당한 베타트론 주파수의 퍼짐을 만들어 낼

수 있다. 하지만, 보통은 육극자석들을 이용하여 색수차를 보정하여 0이거나 0에 가깝게 만든다. 저

장링에서 색수차를 보정하는데에는 두가지 이유가 있다. 첫째는 베타트론 주파수의 퍼짐을 줄여서 튠

공간에서 공명을 만나는 것을 피하기 위함이다. 둘째, 색수차가 0이 아닐 때는, 빠른 머리-꼬리 빔불안

정성과 연관되어 있는 (하지만 그 성질은 다른), 어떤 불안성정을 야기한다. 이렇게 색수차와 관련이

있는 빔불안정성[간단히, 머리-꼬리 빔불안정성(head-tail instability)으로 알려진]을 이번 절의 남은

부분에서 논의하기로 한다.
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논의를 진행하기 위해 다음과 같은 복소수를 정의하면 편리하다.

x̄ =
x√
βx

+ i
√
βxpx. (15.135)

Smooth-focusing 근사하에서 (즉, 베타함수가 일정한 경우), x̄는 action-angle 변수 Jx 및 φx와 다음과

같이 연결되어 있다.

x̄ =
√

2Jxe
−iφx . (15.136)

즉, px = x′ = (
√
βx
√

2Jx cosφx)′ = −
√

2Jx√
βx

sinφx 임을 알 수 있다. 거시입자 1 및 2에 각각 대응되는

복소변수 x̄1 및 x̄2를 사용하여, 운동방정식 (15.109)–(15.112)는 다음과 같이 근사될 수 있다.

dx̄1

ds
= −ikβx̄1, (15.137)

dx̄2

ds
= −ikβx̄2 +

1

2
iAkz sin(kzs)x̄1. (15.138)

여기서 우리는

kβ =
dφx
ds

=
1

βx
= const. (15.139)

을 이용하였다. 거시입자에 작용하는 힘이 x의 변화율과 px의 변화율에 배분되어진다는 면에서 식

(15.137) 및 (15.138)은 근사적이다. 방정식 (15.109)–(15.112)에서는 힘을 나타내는 항들은 px의 변

화율에만 나타난다. 하지만, 식 (15.137)은 식 (15.109) 및 (15.110)이 주는 해와 같은 해를 주고, 식

(15.138)은 식 (15.111) 및 (15.112)가 나타내는 물리적 결론과 같은 결론을 준다. 지금 부터 이러한

부분을 살펴보기로 하자.

식 (15.137) 및 (15.138)의 해는 수송 행렬을 이용하여 다음과 같이 쓸 수 있다.x̄1

x̄2


s+∆s

= e−ikβ∆s

 1 0

1
2 iA(1− cos(kz∆s)) 1

x̄1

x̄2


s

. (15.140)

하나의 싱크로트론 반주기에 대해(거시입자 1이 거시입자 2에 앞서 있는 상황), 수송 행렬은 다음과

같이 쓸 수 있다. x̄1

x̄2


s=π/|kz |

= e−πikβ/|kz |

 1 0

iA 1

x̄1

x̄2


s=0

. (15.141)

두번째 싱크로트론 반주기에 대해(거시입자 2가 거시입자 1에 앞서 있는 상황)서는x̄1

x̄2


s=2π/|kz |

= e−πikβ/|kz |

1 iA

0 1

x̄1

x̄2


s=π/|kz |

. (15.142)

싱크로트론 주기의 전반과 후반의 수송 행렬을 곱하면, 우리는 하나의 싱크로트론 주기 전체에 대한

수송 행렬을 구할 수 있다. x̄1

x̄2


s=2π/|kz |

= M̄

x̄1

x̄2


s=0

. (15.143)
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여기서, 행렬M은

M̄ = ĀR̄ (15.144)

이고,

Ā =

1−A2 iA

iA 1

, (15.145)

R̄ = e−2πikβ/|kz |. (15.146)

행렬 Ā의 고유값들은 행렬 A의 고유값 식 (15.126)과 같다. 따라서, 우리가 실변수 (x1, px1 및 (x2, px2

을쓰던,아니면복수변수 x̄1 및 x̄2 을쓰던,시스템의모드및안정성에대해서는같은결론에다다르게

된다.

복소 변수를 이용하게 되면, 색수차의 효과를 고려하는 것이 상대적으로 단순화된다. 먼저 거시입자

1의 운동방정식을 싱크로트론 진동의 전반 주기에 대해 고려하자. 즉, 거시입자 1이 거시입자 2에 앞서

있는 상황이다. 베타트론 위상은 변화율은

dφx1

ds
= (1 + ξδ1(s))kβ (15.147)

이다. s에 대해 적분을 수행하면, 우리는 s에서 s+ ∆s까지의 위상 변화를 다음과 같이 얻는다.

∆φx1 = kβs+ ξkβ

∫ s+∆s

s
δ1(s) ds. (15.148)

거시 입자 1의 빔진행 방향 좌표계 z1에 대한 운동방정식은 (거시 입자 1이 싱크로트론 운동을 하므로)

다음과 같다.
d

ds
zz(s) = −ηpδ1(s). (15.149)

여기서 ηp는 위상 미끄럼 인자이다. 식 (15.148) 및 (15.149)를 이용하면, 우리는 적분을 수행하여

다음을 얻는다.

∆φx1 = kβs−
ξkβ
ηp

(z1(s+ ∆s)− z1(s)). (15.150)

따라서, 색수차가 있는 저장링에서는, 링의 임의의 부분을 지나면서 생기는 베타트론 위상차를 (에너

지 변화에 대한 명시적인 의존성없이) 빔진행 방향 좌표계의 변화로 표현할 수 있게 된다. 싱크로트론

주기의 전반을 지나고 나면, z1 = 0에서 출발한 입자의 최종 빔진행 방향 좌표는 역시 z1 = 0이 된다.

따라서, 싱크로트론 전체 한 주기를 지나고 나면, 베타트론 위상 변화는 색수차에 무관하게 된다.

따라서, 우리는 두 개의 거시 입자로 이루어진 이론 모델에 색수차의 효과를 다음과 같은 운동방정

식으로 포함할 수 있다. 싱크로트론 주기의 전반에 대해, 거시 입자 1은 웨이크에 의한 알짜 힘은 받지

않는다. 식 (15.136)을 적용하고, 위상 변화에 대해서는 식 (15.150)을 사용하면,

x̄1(s+ ∆s) = exp

(
−ikβ∆s+ i

ξkβ
ηp

∆z1

)
x̄1(s). (15.151)
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다음을 가정하면, ∣∣∣∣ξkβηp ∆z1

∣∣∣∣� 1, (15.152)

우리는 다음과 같은 근사를 쓸 수 있다.

x̄1(s+ ∆s) ≈ e−ikβ∆s

(
1 + i

ξkβ
ηp

∆z1

)
x̄1(s). (15.153)

거시 입자 2에 대한 운동방정식은, 싱크로트론 주기 전반 동안 거시 입자 1의 웨이크 필드로 부터 힘을

받기때문에, 다음과 같이 쓸 수 있다.

dx̄2

ds
= −ikβx̄2 +

1

2
iAkz sin(kzs)e

−ikβs
(

1 + i
ξkβ
ηp

z1(s)

)
x̄1(0). (15.154)

식 (15.154)의 우변의 첫번째 항에서 우리는 색수차의 효과를 무시하였다. 이런식으로 근사를 할 수

있은 이유는, 이 항은 일반적인 베타트론 진동을 나타내고, 또 식 (15.150)로부터 싱크로트론 반주기

이후에 z2 = 0에서 출발한 베타트론 위상 변화는 색수차에 무관하게 된다는 점에서 정당화될 수 있다.

다르게 말하면, 통상적인 베타트론 진동에 대한 색수차의 효과는 평균되어 0이 된다는 것이다. 하지만,

식 (15.154)의 우변의 두번째 항은 벌써 sin(kzs) 항을 포함하고 있는데, 이것은 두 거시 입자사의 빔

진행 방향 거리의 변화에서 기인한다. 이 항이 의미하는 것은 색수차의 효과가 여기서는 싱크로트론

반주기 이후에도 0으로 평균되지 않는다는 것이다.

다음을 이용하면,

z1(s) = σz sin(|kz|s), (15.155)

우리는 식 (15.154)가 0 < s < π/|kz|에 대해 다음의 해를 가짐을 알 수 있다.

x2(s) = e−ikβsx2(0) + (15.156)

1

2
iA

(
1− cos(kzs) + i

ξδz
2ηp

(
|kz|s−

1

2
sin(2|kz|s)

))
e−ikβsx1(0).

s = π/|kz|로 놓으면, 거시 입자 1과 2의 위상공간 좌표계는 싱크로트론 반주기를 지나고 나서 다음과

같은 수송 행렬을 이용하여 표현할 수 있다.x̄1

x̄2


s=π/|kz |

= e−πikβ/|kz |

 1 0

iAξ 1

x̄1

x̄2


s=0

. (15.157)

여기서,

Aξ = A

(
1 + i

π

4

ξ

ηp
kβσz

)
. (15.158)

싱크로트론 진동의 후반 주기에 대해 (즉, 거시입자 2가 거시입자 1에 앞서 있는 경우) 수송 행렬은x̄1

x̄2


s=2π/|kz |

= e−πikβ/|kz |

1 iAξ

0 1

x̄1

x̄2


s=π/|kz |

. (15.159)
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따라서, 싱크로트론 진동의 전체 한 주기에 대해서 수송 행렬은x̄1

x̄2


s=2π/|kz |

= ĀξR̄

x̄1

x̄2


s=0

(15.160)

이고, 여기서 R̄는 식 (15.146)으로 주어지고,

Āξ =

1−A2
ξ iAξ

iAξ 1

. (15.161)

식 (15.160)은 A가 Aξ로 바뀐 것만 빼고는 식 (15.143)과 같다. Aξ의 허수부가 의미하는 것은 행렬 Āξ
의 고유값들의 절대값이 더이상 1이 아니라는 이야기다. A가 작은 값인 경우,

eigenvalues(Āξ) ≈ e±iAξ = e±iAe∓ImAξ . (15.162)

고유값 e+iAξ에해당되는모드는만약 ξ/ηp > 0이면감쇠하고, ξ/ηp < 0이면증폭된다.반대로,고유값

e−iAξ에 해당되는 모드는 만약 ξ/ηp < 0이면 감쇠하고, ξ/ηp > 0이면 증폭된다. 만약, 색수차 ξ가 정

확하게 0이 아니라면, 항상 하나의 증폭 그리고 하나의 감쇠 모드가 생기게 된다. 어떤 모드가 감쇠될

것인지는 색수차의 부호, 그리고 저장링이 above transition 인지 below transition 인지에 달려있다.

예를들어, above transition에서 (ηp > 0)고유값 e+iAξ을가지는모드는색수차가양수일때감쇠하고,

음수일때 증폭한다. 증폭률 및 감쇠율은 Aξ의 허수부에 싱크로트론 주파수를 곱해서 얻어진다.

이러한 해석을 통해 색수차가 0이 아닌 경우 항상 빔불안정성이 나타나는 것처럼 보인다. 이러한

빔불안정성은 머리-꼬리 빔불안정성 (head-tail instability)으로 알려져 있다. 머리-꼬리 빔불안정성은

앞서논의했던빠른머리-꼬리빔불안정성과달리임계값이없고,어떠한빔전류값에대해서도색수차

가 (그리고 횡단면 방향 웨이크 필드가) 0이 아닌 경우 발생하게 된다.다행히도,실제저장링 운전에서

머리-꼬리 빔불안정성을 완화하기 위하여 색수차를 정확하게 0으로 맞출 필요는 없다. 보통 색수차를

(육극자석을이용하여) 충분히 작게 만들면 다른 감쇠 기작들이 (예를 들어 싱크로트론 방사에 의한 감

쇠또는결깨짐등이)머리-꼬리진동의진폭이증가하는것을억제토록하는것이가능하다.또한,이번

절에서 기술한 간단한 두 거시입자 모형은 불안정성의 증폭률을 다소 과대평가한 면이 있다. Vlasov

방정식(번치 안의 전하를 연속적인 분포로 취급)에 기반을 둔 좀더 엄밀한 모형을 사용하면 더 정확한

불안정성 증폭률을 예측할 수 있다. 그리고, 양의 색수차와 음의 색수차에 대해, 불안정성 증폭율에

있어서 약간의 비대칭성이 있음도 알려져 있다. 따라서, below transition으로 운전중인 저장링에 대해

서는, 약간 음의 색수차로 운전하는 것이 유리하고, above transition인 경우에는 약간 양의 색수차로

운전하는 것이 좋다. 우리는 빔진행 방향 빔불안정성에 대한 해석을 Vlasov 방정식을 사용하여 다음

절들에서 논의할 것이다. Vlasov 방정식을 이용하여 횡단면 방향 빔불안정성을 다룬 내용은 Chao의

책에서 찾아볼 수 있다.
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4.2 Sacherer의 적분 방정식

15장 3절에서우리는마이크로파빔불안정성을논의하였다.이불안정성을통해빔의작은밀도변조가

저장링의 임피던스에 의해 지수적으로 증가하게 된다. 우리의 이론 모델은 번칭이 안된 빔을 바탕으로

했다. 따라서, 싱크로트론 진동이 없었고, 입자의 에너지의 변화는 진공 챔버에 유도되는 웨이크 필드

로 부터만 기인했다. Vlasov 방정식을 이용하여 위상공간에서의 빔 분포의 전개를 기술하면, 우리는

밀도변조의진폭이어떤조건에서지수적으로증가하게될지를유도하였다.엄밀히말해서,이모델을

따르는 빔 안정성의 기준은 번칭이 안된 관성운동 빔에만 적용이 되어야 한다. 그럼에도 불구하고,

밀도 변조의 파장이 번치의 길이에 비해 작다면, 그리고, 불안정성의 증폭률이 싱크로트론 주파수에

비해 크다면, 빔 안정성에 대한 조건을 번칭된 경우로도 일반화할 수 있다.

하지만, 빔불안정성은 관성운동 빔으로 취급할 수 없는 번칭 빔 상황에서도 당연히 일어난다. 특별

히, 번치 길이 정도의 밀도 변조는 장치의 임피던스에 의해 매우 큰 진폭으로 전개될 수 있다. 이러한

빔불안정성을 기술하고, 특히 어떤 조건들에서 일어나는지를 이해하려면, 우리는 기존의 해석들을 다

시한번들여다봐야하고,기본적인빔의거동에대해다소다른초기가정을해야한다.이번절,그리고

4.3 절 및 4.4 절에서 우리의 목표는 15장 3 절과 유사한 해석을 수행하되, 섭동이 안된 초기 빔분포가

전체 저장링을 통해 균일하다고 가정하는 것이 아니라, 번칭이 되어 있는 빔분포(그리고 입자들은 싱

크로트론 운동을 수행)를 이용하여 해석을 하는 것이다. 빔분포의 전개는 여전히 Vlasov 방정식으로

기술되기때문에,밑바탕에깔린물리현상은근본적으로같다.우리는다시빔분포를주어진밀도분포

(임피던스가 없는 상태에서의 평형 분포에 해당)를 이용하여 기술하기로 하고, 이 위에 작은 변조를 중

첩시킨다. 만약, 밀도 변조가 적절한 형태를 가진다면, 이 변조는 잘 정의된 주파수를 가지고 진동한다.

이 해석에 있어서 첫 단계는 잘 정의된 주파수를 가지는 밀도 변조를 식별해 내는 것이다. 이러한 밀도

변조를 우리는 모드(mode)라고 부른다. 그다음 단계는 각 모드의 주파수를 식별하는 것이다. 보통의

경우와 같이, 주파수의 허수부는 어떤 모드가 감쇠할지 증폭할지를 나타낸다. 만약 어느 모드라도 증

폭하면, 빔은 불안정해질 수 있다. 우리는 모드 주파수가 빔전류에 의존함을 알게될 것이고, 빔전류가

증가하면, 서로 다른 두 모드 주파수의 실수부가 같은 값에 근접하게 됨을 볼 것이다. 빔불안정성은

이렇게 서로 다른 두 모드 주파수의 실수부가 같은 값을 가지는 것과 연관이 되어있는데, 따라서 이런

형태의 빔불안정성은 모드-결합 빔불안정성(mode-coupling instability)라고 알려져 있다.

이번 절에서, 우리는 목표는 Vlasov 방정식에서 출발하여 Sacherer의 적분 방정식을 유도하는 것이

다.6 Sacherer의 적분 방정식은, 섭동의 주파수와 섭동을 구성하는 밀도 변조의 파장을 서로 연관짓는

다는 점에서, 분산 방정식 (15.78)과 비슷한 역할을 한다. 하지만, 여기에서는 시작부터 빔이 번칭되어

있다는것(그리고입자들은싱크로트론진동을한다는것)을고려한다.이전논의에서는관성운동빔의

경우에 얻은 결과를 추후에 번칭된 빔으로 일반화하는 방식을 시도했었다.

6F. J. Sacherer, Methods for computing bunched-beam instabilities, Tech. Rep. CERN/SI-BR/72-5 (1972).
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우리는 빔진행 방향 위상공간의 정준 좌표계 z 및 δ를 사용하기로 한다. 여기서, z는 입자의 빔진행

방향 위치를 기준 입자에 대해 상대적으로 나타낸 좌표계이고, δ는 켤레 운동량으로 에너지 편차를 나

타낸다. 이러한 변수를 가지고, 빔진행 방향 위상공간 밀도 Ψ(z, δ; s)는 다음과 같은 Vlasov 방정식에

따라 전개되어 나간다.
∂Ψ

∂s
+
dz

ds

∂Ψ

∂z
+
dδ

ds

∂Ψ

∂δ
= 0. (15.163)

여기서 s는 독립변수로서 저장링의 기준 궤적을 따라 측정되는 거리이다. 위상 미끄럼, RF 집속, 그

리고 웨이크 필드를 포함하면, 단일 입자의 동역학 변수 z와 δ는 다음의 운동방정식에 의해 전개되어

간다.

dz

ds
= −ηpδ, (15.164)

dδ

ds
=

ω2
z

ηpc2
z +

qV (z; s)

E0C0
. (15.165)

여기서, ηp는 위상 미끄럼 인자이고, ωz는 싱크로트론 주파수, E0는 기준 에너지, 그리고 C0 는 링의

둘레(즉, 기준 궤적의 전체 길이)이다. 싱크로트론 주파수는 싱크로트론 위상과 다음의 관계를 갖는다.

ωz = β0c
dφz
ds

. (15.166)

여기서, β0c는 기준 입자의 속력이다. 우리는 초상대론적 한계 β0 → 1를 사용할 것이다. 우리가 흔히

채택하는 싱크로트론 위상의 정의에 따라 [식 (5.64) 및 (5.65)에 주어진 것 처럼], 만약 ηp > 0 이면

ωz < 0이다. 즉, 저장링이 above transition으로 운전되면 싱크로트론 주파수가 음수이다. (주: φz는

반시계 방향으로 돌고, δ가 양수 일때 오히려 z는 줄어든다.)

포텐셜 V (z; s)는 다음과 같이 정의된다.

V (z; s) = −
∫ ∞
z

λ(z′; s)W‖(z − z′) dz′. (15.167)

여기서, W‖(z)는 빔진행 방향 웨이크 필드이고, λ(z)는 빔진행 방향 전하 분포로서 다음과 같이 주어

진다.

λ(z; s) = −
∫ ∞
−∞

Ψ(z, δ; s) dδ. (15.168)

우리는 ‘0의 주파수’ 모드가 있다고 가정한다. 즉, 다음과 같이 Vlasov 방정식의 해로서 분포 함수

Ψ(z, δ; s)가 독립변수 s 에 대한 명시적인 의존성이 없는 모드를 가정한다.

Ψ(z, δ; s) = Ψ0(z, δ). (15.169)

∂Ψ0/∂s = 0을 적용하고, 식 (15.164) 및 (15.165)을 이용하면, Vlasov 방정식 (15.163)은 다음과 같은

형태에 이르게 된다.

−ηpδ
∂Ψ0

∂z
+

ω2
z

ηpc2
z
∂Ψ0

∂δ
+
qV (z)

E0C0

∂Ψ0

∂δ
= 0. (15.170)
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식 (15.170)은좀더일반화된형태의 Haissinski방정식 (15.62)이다.당분간은빔이 Gaussian형태의에

너지퍼짐을가진다고가정하자.그리고,빔진행방향좌표계와에너지편차사이에어떠한상관관계도

없다고 생각하자. 그렇다면, 분포 함수 Ψ0는 다음의 형태로 쓸 수 있다.

Ψ0(z, δ) =
e−δ

2/2σ2
δ

√
2πσδ

λ0(z). (15.171)

식 (15.171)의 Ψ0를 식 (15.170)에 대입하면,

dλ0(z)

dz
= − ω2

z

η2
pc

2σ2
δ

zλ0(z)− qV (z)

ηpσ2
δE0C0

λ0(z). (15.172)

포텐셜 우물의 왜곡을 기술하는 식 (15.62)는 위의 식 (15.172)의 하나의 해가 됨을 볼 수 있다.

이제 다시 좀더 일반적인 경우(즉, 에너지 퍼짐에 대해 어떤 특정한 형태도 가정하지 않는)로 돌아가

보자.정상상태의해에작은섭동을가정하면,위상공간밀도 Ψ(z, δ; s)는작은 ∆Ψ에대해다음과같이

쓸 수 있다.

Ψ(z, δ; s) = Ψ0(z, δ) + ∆Ψ(z, δ)e−iΩs/c. (15.173)

만약 Ψ0(z, δ)가 ∆Ψ → 0의 극한에서 Vlasov 방정식을 만족한다면 (즉, 우리가 포텐셜 우물 왜곡의

효과를 고려한다면) 식 (15.173)을 Vlasov 방정식 (15.163)에 대입하고 섭동의 일차항까지만 취하면,

다음의 식을 얻게 된다.

−iΩ
c

∆Ψ− ηpδ
∂∆Ψ

∂z
+

ω2
z

ηpc2
z
∂∆Ψ

∂δ
+
q∆V (z)

E0C0

∂Ψ0

∂δ
+
qV0(z)

E0C0

∂∆Ψ

∂δ
= 0. (15.174)

여기서,

V0(z) = −
∫ ∞
z

λ0(z′)W‖(z − z′) dz′, (15.175)

∆V (z) = −
∫ ∞
z

∆λ(z′)W‖(z − z′) dz′, (15.176)

그리고,

∆λ(z′) =

∫ ∞
−∞

∆Ψ(z′, δ) dδ. (15.177)

주파수 Ω는 위상공간 전하 밀도에 있는 섭동의 진동 주파수이고, 이때 위상공간 밀도는 z 및 δ에 대해

어떤 특정한 의존성을 가진다. 주어진 분포 Ψ0에 대해, 미분방정식 (15.174)은 어떤 특정한 형태의 섭

동 ∆Ψ(z, δ)만을 해로 가진다. 우리의 목표는 이러한 섭동을 찾는 것이고, 이에 해당되는 주파수 Ω를

얻는것이다.만약,허수부가양수인주파수가있다면,이에해당되는섭동은불안정하게될것이다.즉,

시간에 대해 지수함수적으로 증가하게 된다. 식 (15.174)의 해를 찾기위해, 먼저 이 식을 다루기 쉬운

형태로변형시켜야한다.이번절의남은부분에서는 Sacherer의적분방정식으로알려진적분방정식을

어떻게 유도하는지를 보일 것이다. 이 후, 15장 4.3 절 및 4.4 절에서는 Sacherer의 적분방정식의 해를

논의할 것이다.
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식 (15.174)에는 ∂∆Ψ/∂δ에대한두개의항이있다.웨이크함수와섭동의형태에따라,포텐셜 V (z)

는 z에 대한 선형 함수로 근사될 수 있을 것이다. 따라서, ∂∆Ψ/∂δ에 대한 두개의 항은 ω̄z를 정의하여

하나로 합칠 수 있다.
ω̄2
z

ηpc2
=

ω2
z

ηpc2
+

q

E0C0

dV0(z)

dz

∣∣∣∣
z=0

. (15.178)

여기서, 빔진행 방향에 대해 작용-각(action-angle) 변수 Jz 및 φz를 도입하면 편리하다. 이 변수들은

식 (5.64) 및 (5.65)와 마찬가지로 다음과 같이 정의된다.

z =
√

2βzJz cosφz, (15.179)

δ = −

√
2Jz
βz

sinφz. (15.180)

여기서, βs는 빔진행 방향 Courant-Snyder 베타함수이다. 우리는 빔진행 방향 Courant-Snyder 알파

함수는 αz = 0으로, 즉, βz가 근사적으로 일정하다고 가정한다. 이러한 근사는 빔진행 방향 집속이

그다지 크지 않는 경우에 유효하다. βz의 값은 빔진행 방향 위상공간에서 단일 입자가 그리는 타원의

형태로 부터 결정이 된다. 웨이크 필드가 없는 경우, 빔진행 방향 운동방정식 (15.164) 및 (15.165)은

다음의 헤밀토니안으로부터 유도된다.

H = −ηp
2
δ2 − ω2

z

2ηpc2
z2. (15.181)

헤밀토니안은 운동의 상수이기 때문에, 다음의 식이 성립된다.

βz =

√
2βzJz√

2Jz
βz

=
zmax

δmax
= −ηpc

ωz
. (15.182)

윗식에서,−부호는 ηp/ωz < 0이기때문에나타나게되었다.웨이크필드가있는경우에는,식 (15.182)

의 ωz를 식 (15.178)의 ω̄z로 치환하면 된다. 식 (15.178), (15.179), (15.180) 및 (15.182)을 이용하면,

식 (15.174)는 다음과 같이 변형된다.

−iΩ
c

∆Ψ +
ω̄z
c

∂∆Ψ

∂φz
+
q∆V (z)

E0C0

∂Ψ0

∂δ
= 0. (15.183)

여기서 Ψ0는 불변 분포이기 때문에, 위 식은 Jz만의 함수이다. 즉, φz에 대한 명시적 의존성이 없다.

따라서, 우리는 Ψ0의 δ에 대한 미분을 다음과 같이 쓸 수 있다.

∂Ψ0

∂δ
=
∂Jz
∂δ

∂Ψ0

∂Jz
= −

√
2βzJz sinφz

∂Ψ0

∂Jz
. (15.184)

식 (15.175) 및 (15.176)은 저장링에서 웨이크 필드가 하나의 회전 주기 안에 완전히 감쇠되는 경우에

만 유효하다. 어떤 경우에는 웨이크 필드가 회전 주기보다 훨씬 오래동안 유지되는 것도 가능하다. 이

경우에우리는저장링의이전턴에서번치가발생시킨웨이크필드도고려를해야한다.이것은턴수를

나타내는 첨자 k에 대한 급수 합을 포함함으로써 이루어질 수 있다.

∆V (z) = −
∞∑

k=−∞

∫ z+C0

z
∆λ(z′)eiΩkC0/cW‖(z − z′ − kC0) dz′. (15.185)
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인자 eiΩkC0/c은 위상공간 밀도 섭동의 서로 다른 턴에 대한 위상을 나타낸다. 또한, ∆V (z)를 웨이크

함수가 아닌 임피던스로 표현하면 편리한데, 이것은 다음을 이용하면 가능하다.

∆λ(z) =
1

2π

∫ ∞
−∞

∆λ̃(ω)eiωz/cdω (15.186)

W‖(z) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Z‖(ω)eiωz/cdω (15.187)

위 식들을 식 (15.185)에 대입하면,

∆V (z) = − c

2π

∞∑
k=−∞

∫ ∞
−∞

dω∆λ̃(ω)Z‖(ω)eiωz/ce2πik(Ω−ω)/ω0 , (15.188)

이 되고, 여기서 ω0 = 2πc/C0이다. 이제, 식 (15.11)을 이용하면,

∆V (z) = − c
2

C0

∞∑
p=−∞

∆λ̃(Ωp)Z‖(Ωp)e
iΩpz/c. (15.189)

여기서,

Ωp = Ω + pω0. (15.190)

작용-각 변수를 이용하면,

∆V = ∆V (φz, Jz) = − c
2

C0

∞∑
p=−∞

∆λ̃(Ωp)Z‖(Ωp)e
iΩp
√

2βzJz cosφz/c. (15.191)

∆Ψ의 전개를 기술하는 식 (15.183)은 (c를 양변에 곱한 후) 이제 다음과 같이 쓸 수 있다 .

−iΩ∆Ψ + ω̄z
∂∆Ψ

∂φz
− qc

E0C0

√
2βzJz sinφz∆V

∂Ψ0

∂Jz
= 0. (15.192)

이 식은 일반적으로 풀기가 쉽지 않다. 그다음 단계로, 우리는 섭동을 각도 변수 φz의 후리에 모드들로

전개한다. 이것은 ∆Ψ가 φz에 대해 주기 2π로 주기적이기 때문에 가능하다.

∆Ψ(φz, Jz) =
∞∑

`′=−∞
R`′(Jz)e

i`′φz . (15.193)

윗 식을 식 (15.183)에 대입하면,

i

∞∑
`′=−∞

R`′(Jz)e
i`′φz(Ω− `′ω̄z) +

qc

E0C0

√
2βzJz sinφz∆V

∂Ψ0

∂Jz
= 0. (15.194)

`′에 대한 급수합을 제거하기 위해, e−i`φz/2π를 양변에 곱한 후, φz에 대해 적분을 한다. ∆V가 가지는

φz에 대한 의존성을 고려하면, 우리는 다음의 결과식을 필요로 한다.

1

2π

∫ 2π

0
e−i`φz sinφze

iu cosφzdφz = −i` `
u
J`(u). (15.195)
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여기서, J`(u)는 베셀 함수이다. φz에 대해서 적분을 수행하고 나면, 식 (15.194)는 다음과 같이 변형

된다.

iR`(Jz)(Ω− `ω̄z) + i`
q`c4

E0C2
0

∂Ψ0

∂Jz

∞∑
p=−∞

∆λ̃(Ωp)
Z‖(Ωp)

Ωp
J`

(
Ωpz̃

c

)
= 0. (15.196)

여기서, 편의를 위해 우리는 싱크로트론 액션 Jz를 가지는 입자의 싱크로트론 진동의 진폭 ẑ을 다음과

같이 정의하였다. 7

z̃ =
√

2βzJz. (15.197)

그다음 단계는 빔전류 스펙트럼 ∆λ̃(ω)를 위상공간 밀도의 섭동 ∆Ψ (15.193)를 이용하여 나타내는

것이다. 식 (15.177) 및 (15.186)을 이용하면, 우리는 다음과 같이 쓸 수 있다.

∆λ̃(ω) =

∫ ∞
−∞

dz

c

∫ ∞
−∞

dδe−iωz/c∆Ψ. (15.198)

(z, δ)와 (φz, Jz)는 모두 위상공간 좌표계의 정준 켤레를 이루기 때문에, 하나의 좌표계에서 다른 좌교

계로 변환시 그 Jacobaian은 1이 된다. 따라서, 적분은 쉽게 φz 및 Jz의 적분으로 변환된다. 이제, 식

(15.193)에 주어진 ∆Ψ를 대입하면,

∆λ̃(ω) =
1

c

∫ 2π

0
dφz

∫ ∞
0

dJze
−iωz/c

∞∑
`′=−∞

R`′(Jz)e
i`′φz . (15.199)

여기서, φz에 대한 적분은 다음 공식의 도움을 받아 수행될 수 있다.

1

2π

∫ 2π

0
dφze

i`′φze−iu cosφz = i−`
′
J`′(u). (15.200)

결과적으로 다음을 얻는다.

∆λ̃(ω) =
2πi−`

′

c

∫ ∞
0

dJz

∞∑
`′=−∞

R`′(Jz)J`′

(
ωẑ

c

)
. (15.201)

그러고 나서, 식 (15.196)의 ∆λ̃(Ωp)에 대입하면,

R`(Jz)(Ω− `ω̄z) = i1+`−`′ qcω
2
0`

2πE0

∂Ψ0

∂Jz

×
∞∑

`′,p=−∞

∫ ∞
0

dJ ′zR`′(J
′
z)
Z‖(Ωp)

Ωp
J`

(
Ωpẑ

c

)
J`′

(
Ωpẑ

′

c

)
. (15.202)

식 (15.202)는 여전히 취급하기가 어려워 보인다. 하지만, 지배방정식을 모드 주파수 Ω에 대해 지금

처럼 표현하는 것에는 장점이 있는데, 그것은 문제가 고유 시스템을 찾는 것으로 귀착된다는 것이다.

좀더 식을 변형하게되면 이점이 분명해 진다. 먼저, 식 (15.202)을 다음의 형태로 쓴다.(
Ω

ω̄z
− `
)
R`(Jz) =

∞∑
`′=−∞

W (Jz)

∫ ∞
0

dJ ′zG``′(Jz, J
′
z)R`′(J

′
z). (15.203)

7주: z = ẑ cosφz
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여기서, 가중함수를 (단위는 1/length3) 다음과 같이 정의했다.

W (Jz) = − 1

qNbβz

∂Ψ0

∂Jz
. (15.204)

그리고, 핵함수(kernel)는 (단위는 length2) 다음과 같다.

G``′(Jz, J
′
z) = i1+`−`′ q

2Nbc
2ω2

0ηp`

2πE0ω̄2
z

∞∑
p=−∞

Z‖(Ωp)

Ωp
J`

(
Ωpẑ

c

)
J`′

(
Ωpẑ

′

c

)
. (15.205)

여기서, βz는 빔진행 방향 Courant-Snyder 베타 함수 (15.182)이고, ηp는 위상 미끄럼 인자이다. 가

중함수의 정의 식 (15.204)에 (−) 부호가 도입되었는데, 이것은 보통의 경우, 위상공간에서의 입자

밀도가 빔진행 방향 액션이 증가함에 따라 감소하는데8, 가중함수의 값은 양수이기 때문이다.

만약에, 장치 파라미터, 임피던스, 그리고 빔진행 방향 위상공간 분포가 알려져 있다면, 가중함수

와 핵함수를 모두 찾을 수 있고, Jz의 함수로 표현이 가능하다. 그렇다면, 식 (15.203)은 함수 R`(Jz)

및 모드 주파수 Ω에 대한 적분방정식을 준다. 식 (15.203)의 적분방정식은 Sacherer의 적분방정식

(Sacherer’s integral equation)으로 알려져 있다.9 식 (15.203)의 우변은 적분 연산자[함수 R`(Jz)에

작용하는]와 행렬 연산[R`(Jz)로 주어지는 벡터 성분에 작용하는]을 모두 포함하고 있다.

식 (15.203)을 완전하게 고유값 문제로 만들기 위해, 함수 R`(Jz)이 어떤 함수 fk(Jz)로 전개될 수

있다고 가정하자.

R`(Jz) = W (Jz)

∞∑
k=0

a`kfk(Jz). (15.206)

여기서 함수 fk(Jz) 직교화 조건에 의해 다음과 같이 정의되었다.∫ ∞
0

W (Jz)fk(Jz)fk′(Jz) dJz = δkk′ . (15.207)

우리는식 (15.206)을이용하여식 (15.203)의 R`(Jz) [그리고 R′`(J
′
z)]을치환한다.이후,양변에 fk′(Jz)

를 곱하여 Jz에 대해 적분한다. 직교화 조건 (15.207)을 적용하고 나면 (그리고, k를 k′으로, k′를 k로

각각 새롭게 첨자를 할당하면), 우리는 다음을 얻는다.

Ω

ω̄z
a`k =

∞∑
`′=−∞

∞∑
k′=0

M`k`′k′a`′k′ . (15.208)

여기서, M`k`′k′는 상호작용 행렬(interaction matrix)이고, 다음과 같이 주어진다.

M`k`′k′ = `δ``′δkk′

+

∫ ∞
0

dJz

∫ ∞
0

dJ ′zG``′(Jz, J
′
z)W (Jz)fk(Jz)W (J ′z)fk′(J

′
z). (15.209)

식 (15.208)이 나타내는 것은 섭동의 주파수 Ω가 4차원 행렬의 고유값으로부터 얻어질 수 있다는

것이다. 특정한 고유값(즉, 주파수)에 해당되는 고유 벡터는 그 주파수로 진동하는 섭동의 형태를 주게

8즉, 공통적으로 ∂Ψ0/∂Jz < 0이다.
9F. J. Sacherer, Methods for computing bunched-beam instabilities, Tech. Rep. CERN/SI-BR/72-5 (1972).
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된다. 식 (15.208)은 4차원 행렬 형태로 표현되어 있기때문에, 우리는 이 고유값 문제를 직접 풀기는

불가능하다. 하지만, 15 장 4.4 절에서 볼 수 있듯이, 첨자를 적절히 새롭게 할당함으로써, 고유값 문

제의 행렬을 2차원으로 간략화시킬 수 있다. 하지만, 먼저 ` = `′이 아니면 M`k`′k′는 0인 경우 (또는 0

에 가까운 경우), 고유값 문제는 상대적으로 쉽게 풀 수 있음에 주목하자. 이러한 경우는 방위각 방향

모드(`로색인되는)들끼리서로독립적인상황에해당이된다.우리는이러한경우를 15장 4.3절에서

먼저 논의한다. 이후 15 장 4.4 절에서는 좀 더 일반적인 경우, 즉 모드들 사이에 어떤 결합이 있는

경우를 다루기로 한다.

4.3 이산 모드: Robinson 불안정성

Sacherer의 적분방정식은 번치 안 입자들의 빔진행 방향 위상공간 분포 섭동의 주파수 및 위상공간

상의 구조를 제공한다. 특정한 섭동에 대한 주파수의 허수부는 우리에게 섭동이 감쇠될지 증폭될지

를 알려준다. Sacherer 적분방정식의 일반해를 구하는 것은 어렵지만, 우리는 가속기에서 실제적으로

중요한 특정한 경우들을 고려하기로 한다.

첫번째로 상호작용 행렬 M`k`′k′의 0이 아닌 성분은 `′ = `에서만 생긴다고 가정하자. 이 경우, 식

(15.208)은 다음과 같이 된다.

Ω

ω̄z
a`k =

∞∑
k′=0

M`k`′k′a`k′ . (15.210)

윗 식은 다시 행렬 형태로 쓸 수 있다.

Ω

ω̄z
a(`) = M (`)a(`). (15.211)

여기서, M (`)은 M`k`′k′을 원소로 하는 행렬이고, a(`)은 a`k을 원소로 가지는 벡터이다. 서로 다른 `

값을 가지는 모드들은 서로 독립적이라 가정한다. 이러한 가정은 문제를 많이 단순화시키지만, 우리가

관심있는모든경우를포함하지는못하게된다.그럼에도불구하고,이경우에대하여모드주파수들과

그 구조를 고찰해 나가기로 하자.

먼저, 식 (15.209)와 (15.205)로 부터, 행렬 M (`)은 다음과 같은 원소를 가짐에 주목하자.

M
(`)
kk′ = `δkk′ + i

q2Nbc
2ω2

0ηp`

2πE0ω̄2
z

∞∑
p=−∞

Z‖(Ωp)

Ωp
g`k(Ωp)g`k′(Ωp). (15.212)

여기서,

g`k(Ωp) =

∫ ∞
0

W (Jz)J`

(
Ωpẑ

c

)
fk(Jz) dJz. (15.213)

모드 주파수 Ω의 계산은 다음과 같은 과정으로 진행된다. 주어진 섭동 이전의 분포 Ψ0에 대해, 식

(15.204)로부터 가중 함수 W (Jz)가 계산된다. 이후 함수 fk(Jz)가 식 (15.207)에서 결정되고, 함수

g`k(Ωp)은 식 (15.213)으로부터 얻어진다. 그러고 나서, 주어진 임피던스와 모드 번호 `에 대해, 행렬

M (`)이 식 (15.212)로부터 계산된다. 행렬 M (`)의 고유값은 Ω/ω̄z와 같다. 주어진 모드 번호 `에 대해,
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서로 다른 고유값에 해당하는 다수의 서로 다른 주파수 Ω가 존재한다. 각각의 주파수는 섭동의 Jz에

대한 서로 다른 의존성, 즉 서로 다른 R`(Jz)에 연관이 되어 있다. 식 (15.206)으로부터, 우리는 서로

다른 (즉, 빔진행 방향 위상공간에서 서로 다른 반경 방향 모드에 해당하는) R`(Jz)가 행렬 M (`)의

고유값으로부터 결정됨을 볼 수 있다. 주어진 어떠한 `에 대해서도, M (`)은 무한이 많은 수의 행렬 요

소를가진다.어떤특정한모드의주파수를계산하기위해서는,따라서,행렬의일부를생략하여줄여야

한다. 이렇게 절단된 행렬의 고유값은 원래 전체 행렬 M (`)에 대해 계산된 고유값과 정확히 같지는

않을 것이다. 하지만, 절단된 행렬에 충분히 많은 요소가 포함되이 있다면, 절단된 행렬의 고유값은

최소한 몇몇 모드들에 대해서는 주파수에 대한 합리적인 근사를 줄 것이다.

모드 주파수에 대한 식을 풀지 않더라도, 단순히 식 (15.212)의 형태만으로도 어떤 경우에 대해서는

빔의 안정성에 대해 몇가지 기술이 가능하다. 예를 들어, 만약 임피던스가 순허수라면, M (`)은 실수의

대칭 행렬이 된다. 이 경우, 고유값은 실수이고, 빔불안정성은 발생하지 않는다. 이러한 사실은 3 절에

서 얻은 결과와 유사하다. 즉, 우리는 순허수의 임피던스를 가질 때 (Vlasov 방정식에 기초한 관성운동

빔에 대한 해석을 따라), 빔은 임피던스의 부호에 의존해서 항상 안정된다고 결론을 내린 바가 있다.

지금의 경우는 조금 다른데, 순허수의 임피던스를 가질 때, 빔은 임피딘스의 부호에 상관없이 항상

안정하다. 이러한 불일치는 지금의 해석에서 우리는 서로 다른 모드 번호 ` 사이의 결합을 무시하고

있다는 것에서 기인한다. 이러한 이슈는 15 장 4.4 절에서 바로 잡게 될 것이다.

식 (15.212)으로부터 또 하나 볼 수 있는 것은 임피던스가 어떤 특정 주파수에서 매우 급격한 피크를

가지면, 짧은 번치에 대해 빔불안정성이 발생할 가능성이 매우 높다는 것이다. 예를 들면, 매우 높은

품질인자를가지는공동공진기의경우이다.이러한성질은다음과같이보여질수있다.짧은번치라는

조건은 다음과 같이 명시적으로 표현할 수 있다.

ωmaxσz
c

� 1. (15.214)

여기서,임피던스는주파수 ωmax 까지값을가지고, σz는번치길이다.이조건이만족하는경우우리는

식 (15.213)의 베셀 함수를 함수인자에 대한 가장 낮은 차수로 전개할 수 있다.

J`

(
Ωpẑ

c

)
≈ 1

2``!

(
Ωpẑ

c

)`
. (15.215)

이제, g`k(Ωp)g`k′(Ωp)항은 Ωp에대한우함수가된다.광대역임피던스에대해서는,식 (15.212)에있는

p에 대한 합은 적분으로 대체될 수 있다. 이 경우, 식 (14.188)으로부터 M (`)은 실수의 대칭 행렬이

된다. 따라서, M (`)의 고유값들은 반드시 실수이어야 한다. 즉, 모드 주파수 Ω는 0의 허수부를 가지고,

따라서 빔은 반드시 안정하다. 빔불안정성은 임피던스가 매우 급격한 피크를 가질 때 (이 절의 나머지

부분에서 다룰 예정), 또는 긴 번치의 경우, 또는 서로 다른 모드 ` 사이에 커플링(이 부분은 15.4.4

절에서 논의)이 발생하는 경우에만 발생될 수 있다.
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Water-bag 분포

서로 다른 모드의 주파수를 찾기 위해 지금까지 우리가 기술한 절차의 예시로서, 저장링 안에서 빔이

‘물주머니(water-bag)’ 분포를 빔진행 방향 위상공간에 대해 가지는 특별히 경우를 고려하자. 그리고,

저장링의 임피던스는 매우 급격한 피크를 가지는 (즉, 품질인자가 높은) 공진기처럼 기술된다고 생각

한다. 여기서, water-bag 분포는 어떤 작용값 Jz0까지는 균일하고, 작용값이 Jz0 보다 크면 0이 되는

분포이다.

Ψ0(Jz) =


qNb/2πJz0 if Jz ≤ Jz0,

0 if Jz > Jz0.

(15.216)

여기서 분포함수는 아래와 같이 정규화 되어있다.∫ 2π

0
dφz

∫ ∞
0

dJz Ψ0(Jz) = qNb. (15.217)

저장링에서의임피던스로인해분포함수는번치전하에의존하게될것이다.식 (15.216)의분포함수는

포텐셜 우물 왜곡 효과를 포함하고 있다.분포함수를 Jz에 대해 미분을 취하면, 디락 델타 함수가 된다.

∂Ψ0

∂Jz
= − qNb

2πJz0
δD(Jz − Jz0). (15.218)

따라서, 식 (15.204)를 이용하면, 이경우 가중함수는 다음과 같다.

W (Jz) =
δD(Jz − Jz0)

2πβzJz0
. (15.219)

가중함수가델타함수이기때문에,식 (15.206)의형태로표현할수있는유일한섭동은,빔진행방향

위상공간에서 분포함수의 경계 근처에서의 섭동뿐이다. 따라서, 방위각 방향으로는 임의의 갯수의 모

드를 가질 수 있지만, 반경 방향으로는 단 하나의 모드를 가진다.10 결과적으로, 정규직교 함수 fk(Jz)

의 집합은 아래와 같은 단 하나의 원소만을 갖는다.

f0(Jz) =
√

2πβzJz0. (15.220)

위 식은 식 (15.207)을 사용하여 얻어졌다. 따라서, 식 (15.213)을 통해

g`0(Ωp) =

∫ ∞
0

δD(Jz − Jz0)√
2πβzJz0

J`

(
Ωpẑ

c

)
dJz =

1√
2πβzJz0

J`

(
Ωpẑ0

c

)
. (15.221)

여기서,

ẑ0 =
√

2βzJz0. (15.222)

10주: 잘 이해가 안가는데, 델타 함수때문에, Jz = Jz0 값만 사용이 되기 때문에, Jz에 대한 함수형태는 무의미하다는

것으로 일단 이해.
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만약, 임피던스에 대한 지배적인 기여가 저장링의 RF 공동공진기로부터 온다면, 식 (15.212)의 급

수합에 대한 가장 주된 기여는 주파수 Ωp가 다음과 같을 때이다.

Ωp ≈ ±hω0. (15.223)

여기서, h는 저장링의 조화수이고, ω0는 회전 주파수이다. RF의 파장은 번치 길이에 비해 커야하므로,

Ωpẑ0

c
≈ hω0ẑ0

c
� 1. (15.224)

따라서, 우리는 식 (15.221)의 베셀 함수를 ẑ0에 대한 1차항까지 전개하여 다음을 얻는다.

g`0(Ωp) ≈
1√

2πβzJz0

1

2``!

(
Ωpẑ0

c

)`
. (15.225)

이제, 식 (15.212)로부터,

M
(`)
00 = 1 + i

q2Nbω
2
0ηp

8π2`!(`− 1)!E0ω̄2
z

∞∑
p=−∞

ΩpZ‖(Ωp)

(
Ω2
pβzJz0

2c2

)`−1

. (15.226)

특별히 ` = 1인 경우는 이극 진동 모드에 해당된다. 만약, 번치내부의 전하 분포가 이극 모드 섭동을

가지면, 빔진행 방향으로의 위상공간 분포 자체는 타원 형태를 유지하지만, 그 중심이 원점에 위치하

지는 못하게 된다. 좌표 공간에서는, 전체 번치가 저장링 주위를 돌면서 기준 입자에 대해 앞서거니

뒷서거니 하며 진동하는 것처럼 보일 것이다. 동시에 이에 해당하는 에너지의 진동도 있게되는데, z

방향으로의 진동과 90◦도 위상차이를 가지게 된다. 식 (15.226)에 ` = 1을 대입하면,

M
(1)
00 = 1 + i

q2Nbω
2
0ηp

8π2E0ω̄2
z

∞∑
p=−∞

ΩpZ‖(Ωp), (15.227)

을 얻고, 여기서

Ωp = Ω + pω0 ≈ pω0. (15.228)

Ωp에 대한 근사는 임피던스의 공진주파수가 이극 섭동의 진동주파수보다 클 때 유효하다. 우리는 이극

섭동의 진동주파수가 싱크로트론 주파수에 가까울 것으로 예상하며, 실제로 싱크로트론 주파수는 RF

공동공진기의 공명주파수에 비해 작다. 최종적으로 식 (15.211)을 사용하면, 우리는 이극 모드 섭동의

주파수를 다음과 같이 얻는다.

Ω ≈ ω̄z + i
q2Nbω

2
0ηp

8π2E0ω̄z

∞∑
p=−∞

ΩpZ‖(Ωp). (15.229)

이 모드 진폭의 지수함수적 증가율은 허수부로 주어지기 때문에,

1

τ
≈ q2Nbω

2
0ηp

8π2E0ω̄z
Re

∞∑
p=−∞

ΩpZ‖(Ωp). (15.230)
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식 (15.173)으로부터, 만약 섭동 주파수의 허수부가 양수라면 이 모드는 증폭이되고, 만약 허수부가

음수라면 이 모드는 감쇠됨을 알 수 있다.

이극 모드 주파수의 표현식 (15.229)은 식 (15.40)의 빔진행 방향 결합-번치 모드 주파수의 표현식과

비교해봐야 한다. 후자의 경우, 만일 저장링에서 단 하나의 번치만을 고려한다면, nb = 1이고, 유일

하게 발진 가능한 진동모드는 이극 모드이다. 우리는 번치를 하나의 거시 입자로 취급하여 기술하고

있기 때문에, 전하분포는 빔진행 방향 위상공간에서 강체 진동을 해야만 한다. 즉, 이 경우의 운동은

water-bag 모델에서의 운동과 정확히 같다. 만약, 식 (15.40)에 있는 W 2
s 항이 싱크로트론 주파수 ωz

를 ω̄z로 바꾼다고 가정하면 (우리는 그 때 이 항이 빔진행 방향 집속 포텐셜의 변화, 즉, 포텐셜 우물의

왜곡을 나타낸다고 논의했었다.), 식 (15.40)과 (15.229)은 이극 모드 주파수에 대해 같은 결과를 준다.

이것은 우리가 이미 예상한 바이다. 비록 해석에 쓰인 접근방법은 두 경우 매우 다르다고 하더라도,

바탕에 깔린 물리는 기본적으로 같다.

식 (15.40)과 (15.229)은 모두 1.2 절에서 다룬 로빈슨 불안정성(Robinson instability)을 기술한다.

하지만, 1.2 절에서는 이극 불안정성만을 고려를 했고, 여기서는 저장링 안의 각각의 번치는 하나의

강체처럼 거동을 한다고 가정한다. 우리의 해석은 각각의 번치를 하나의 거시 입자로 나타내는 모델에

기초를 한 것이다. 식 (15.227)로부터 사실은 (각각의 번치들에 대해) 많은 빔진행 방향 모드가 임피던

스의특성에따라불안정해질수있음을볼수있다.하지만,고차모드들은낮은증가율을가질것으로

예상이 된다. 그리고, 다행히도, 임피던스가 RF 공진기에 의해 지배된다면, 공진기를 ωr = hω0 + ∆ω

로살짝디튠함으로써모든모드들을억제할수있다.여기서, ∆ω는 below transition에서는양수이고,

above transition 에서는 음수이다. 그리고 실제 RF 작동 주파수는 hω0 이다.

Gaussian 분포

빔진행 방향 위상공간에서의 전하 분포의 형태가 로빈슨 불안정성에 어떤 효과를 미치는지를 고려해

보는 것은 흥미로운 일이다. 지금까지 우리는 water-bag 분포만을 고려해 왔다. 하지만, 우리는 같은

기법을 (원칙적으로) 어떠한 분포에도 적용할 수 있다. 좀 더 실제적인 분포는 가우시안이고, 빔진행

방향 작용을 사용하여 다음과 같이 쓸 수 있다.

Ψ0(Jz) =
qNb

2πεz
e−Jz/εz . (15.231)

여기서, εz = 〈Jz〉은 빔진행 방향 이미턴스이다. 역시, 분포는 식 (15.216)가 만족하도록 정규화되어있

다. 분포는 번치 전하에 의존성이 있는데, 이것은 임피던스에 의한 효과때문이다. 우리는 식 (15.231)

의 분포가 포텐셜 우물 왜곡을 포함한다고 가정한다. 이 경우 가중함수는 다음과 같다.

W (Jz) = − 1

qNbβz

∂Ψ0

∂Jz
=
e−Jz/εz

2πβzε2z
. (15.232)
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식 (15.207)에서 정의된 정규직교함수 fk(Jz)는 라게르 다항식으로 표현이 된다.

fk(Jz) =
√

2πβzεzLk(Jz/εz). (15.233)

그러면, 식 (15.213)으로부터 함수 g`k(Ωp)는 다음과 같이 주어진다.

g`k(Ωp) =

∫ ∞
0

e−Jz/εz√
2πβzεz

J`

(
ζ

√
Jz
εz

)
Lk

(
Jz
εz

)
dJz
εz
. (15.234)

여기서,

ζ =
Ωp

c

√
2βzεz. (15.235)

만약, 임피던스가 RF 공진기에 의해 지배되고, 공진주파수 ωr ≈ hω0에서 급격하게 피크를 가진다면,

식 (15.212)의 M
(`)
kk′에 대한 유일한 기여는 주파수가 Ωp ≈ ωr일 때로부터 온다. 짧은 번치에 대해서는,

ζ � 1, 식 (15.234)의 베셀 함수를 다음과 같이 근사할 수 있다.

J`

(
ζ

√
Jz
εz

)
≈ 1

2``!

(
ζ

√
Jz
εz

)`
. (15.236)

이제 다음의 결과를 이용하면,∫ ∞
0

e−xxνLk(x) dx =
Γ(1 + ν)

Γ(−ν)

Γ(k − ν)

k!
, (15.237)

식 (15.234)은 다음과 같이 된다.

g`k(Ωp) =
1

2``!

(
Ωp

c
√
π

)`
(2πβzεz)

(`−1)/2 Γ(1 + `
2)

Γ(− `
2)

Γ(k − `
2)

k!
. (15.238)

이극 모드 ` = 1에 대해, 식 (15.238)을 식 (15.212)에 대입하면,

M
(1)
kk′ = δkk′ + i

q2Nbω
2
0ηp

8π2E0ω̄2
z

∞∑
p=−∞

ΩpZ‖(Ωp)
Γ(k − 1

2)

4k!

Γ(k′ − 1
2)

4k′!
. (15.239)

여기서, Ωp는 식 (15.228)로 주어진다. 행렬 M (1)은, kmax에서 절단을 하면, 1이 아닌 하나의 고유값을

가지는데, kmax가 매우 큰 극한에서 다음과 같다.11

Ω

ω̄z
= 1 + i

q2Nbω
2
0ηp

8π2E0ω̄2
z

∞∑
p=−∞

ΩpZ‖(Ωp). (15.240)

식 (15.227)과 비교를 하면, 가우시안 분포에 대한 이극 모드 주파수가 water-bag 분포에 대한 이극

모드 주파수가 같음을 볼 수 있다. 따라서, 로빈슨 불안정성의 지배적인 (이극) 모드에 대한 증가율은

점 전하, water-bag 분포, 그리고 가우시안 분포에 대해 모두 같게 된다.

11이 부분은 명확히 이해가 안됨.
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4.4 모드 결합

4.3절에서 우리는, 주파수 Ω를 가지는 빔진행 방향 모드들을 전부다 독립적으로 취급할 수 있다면, 짧

은 번치에 대한 빔불안정성은 급격하게 피크를 이루는 임피던스의 경우에만 발생할 수 있음을 보았다.

이 경우, 모드의 진폭은 많은 턴에 걸쳐서 지속되는 웨이크 필드와의 상호작용의 결과로 증가할 수

있게 된다. 이런 결과로 생긴 불안정성이 로빈스 빔불안정성으로 알려져있다. 만약 우리가 서로 다른

모드사이의 커플링을 허용하게 되면, 즉, 우리가 식 (15.208)의 `′에 대한 급수합에서 `′ = ` 항뿐만

아니라 다른 모든 항들을 포함한다면, 상황은 바뀌어 진다. 이 경우에 발생하는 불안정성은 모드-결합

빔불안정성(mode-coupling instability)으로 알려져 있고, 이번 절에서 다루게 된다.

고유값 문제를 풀기위해서는, 식 (15.208)을 표준적인 고유값 방정식의 형태, 즉, 4차원 행렬이 아

니라, 2차원 행렬로 표현해야 한다. 첫 단계로 `′ 및 k′에 대한 합을 각각 ±N̄ 및 2N̄에서 절단한다.

그러고 나면, 식 (15.208)은 다음과 같이 된다.

Ω

ω̄z
a`k ≈

N̄∑
`′=−N̄

2N̄∑
k′=0

M`k`′k′a`′k′ . (15.241)

이제, 우리는 새로운 변수 j 및 j′을 정의한다.

j = (2N̄ + 1)(`+ N̄) + k (15.242)

j′ = (2N̄ + 1)(`′ + N̄) + k′. (15.243)

새로운 인덱스 j 및 j′를 사용하여, 식 (15.241)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

Ω

ω̄z
aj ≈

4N̄(N̄+1)∑
j′=0

Mjj′aj′ . (15.244)

여기서,

Mjj′ = M`k`′k′ , (15.245)

그리고

aj = a`k, aj′ = a`′k′ . (15.246)

j′의 첫째 항은 `′ = −N̄ 및 k′ = 0 일때 j′ = 0이고, 마지막 항은 `′ = N̄ 및 k′ = 2N̄ 일때 j′ =

(2N̄ + 1)2N̄ + 2N̄ = 4N̄(N̄ + 1)이다. 어떠한 주어진 모드 인덱스 `에 대해, 2N̄ + 1 개의 모드 주

파수 Ω가 존재하며, 이 주파수는 Mjj′의 고유값과 연관이 되어 있다. 각각의 주파수는 빔진행 방향

위상공간에서 전하 밀도의 특졍한 섭동에 해당된다.

모드들의거동과불안정성의발현을예시하기위해,식 (15.216)처럼위상공간에서 water-bag분포를

가지는 특별한 경우를 가정하자.

Ψ0(Jz) =


qNb/2πJz0 if Jz ≤ Jz0,

0 if Jz > Jz0.

(15.247)
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이러한 분포는 이미 4.3 절에서 논의된 바가 있는데, 거기서 우리는 가중함수가 디락 델타함수로 주어

짐을 알 수 있었고,

W (Jz) =
δD(Jz − Jz0)

2πβzJz0
, (15.248)

함수의 집합 fk(Jz)는 아래와 같은 하나의 원소만 가짐을 보았다.

f0(Jz) =
√

2πβzJz0. (15.249)

지금의 경우에서는 서로 다른 모드들 사이의 커플링 효과를 포함하려고 하는데, 함수의 집합 fk(Jz)

가 하나의 원소를 가진다는 것이 문제를 상당히 단순화시켜준다. 즉, 식 (15.241)을 아래와 같이 쓸 수

있게 되는데,

Ω

ω̄z
a` ≈

2N̄+1∑
`′=0

M``′a`′ , (15.250)

따라서, 4차원 행렬을 ‘flatten’(행렬을 1차원 배열로 전환하기)하는 과정이 불필요하다.

식 (15.209), (15.248), (15.249)를이용하면,상호작용행렬(interaction matrix)은다음과같이된다.

M``′ = `δ``′ + i1+`−`′ q
2Nbc

2ω2
0ηp`

4π2E0ω̄2
zβzJz0

∞∑
p=−∞

Z‖(Ωp)

Ωp
J`

(
Ωpẑ0

c

)
J`′

(
Ωpẑ0

c

)
. (15.251)

여기서, ẑ0 =
√

2βzJz0이다. 이제 임피던스가 급격하게 피크를 이루기 보다는, 광대역의 주파수에

걸쳐있다고 가정하자. 그렇다면, 우리는 식 (15.251)의 급수를 적분으로 치환할 수 있다.

M``′ = `δ``′ + i1+`−`′ q
2Nbc

2ω2
0ηp`

4π2E0ω̄2
zβzJz0

∫ ∞
−∞

dω

ω0

Z‖(ω)

ω
J`

(
ωẑ0

c

)
J`′

(
ωẑ0

c

)
. (15.252)

좀 더 식을 전개하기 위해, 우리는 임피던스의 명시적인 함수꼴이 필요하다. 다음과 같은 형태의

임피던스를 가정하자.

Z‖(ω) = Rs(1 + i sgn(ω))

√
ω0

|ω|
. (15.253)

여기서, Rs는 상수이다. 식 (15.253)의 임피던스는 회절 모델이라고 알려져 있는데, ω > ωr인 영역

에서는 대략적으로 품질인자가 Qs ≈ 1이고 공명주파수가 ωr인 광대역 공진기처럼 거동을 한다. 식

(15.253)의 적분변수를 ω에서 u = ωẑ0/c로 변환하면, 상호작용 행렬은 다음과 같이 된다.

M``′ = `δ``′ + i1+`−`′`Υ

∫ ∞
−∞

du

u
(1 + i sgn(u))

J`(u)J`′(u)√
|n|

. (15.254)

여기서, 무차원 파라미터 Υ은 장치 및 빔 파라미터에 의해 결정된다.

Υ =
Rsq

2Nbω0ηp
2π2E0ν̄2

z

(
c

ω0ẑ0

) 3
2

. (15.255)

우리는 식 (15.222)을 사용하여, βzJz0 = ẑ2
0/2로 썼다. 그리고, 싱크로트론 튠 ν̄z는 싱크로트론 주파수

를 회전주파수로 나눈 값으로 정의되었다.

ν̄z =
ω̄z
ω0

(15.256)
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식 (15.254)의 적분은 수치적으로 계산되거나, 또는 다음의 공식을 이용하여 해석적으로 계산할 수

있다. ∫ ∞
0

J`(u)J`′(u)u−λdu =
Γ(λ)Γ( `+`

′−λ+1
2 )

2λΓ(−`+`
′+λ+1
2 )Γ( `+`

′+λ+1
2 )Γ( `−`

′+λ+1
2 )

. (15.257)

여기서, Re(` + `′ + 1) > Re(λ) > 0이다. 상호작용 행렬 M``′은 이제, 행렬의 어떠한 절단 차수에

대해서도 계산되어질 수 있게 된다. 이 해석에서 포텐셜-우물의 왜곡은 무시되었음에 주목해야 한다.

포텐셜-우물의 왜곡은 빔진행 방향 위상공간의 분포를 (그리고 싱크로트론 튠을) 번치 전하의 함수에

따라 변화시킨다. 또한, 절단 과정이 반드시 수렴된다는 보장도 없다. 즉, 상호작용 행렬에 고차 모드를

포함시킴으로 말미암아 저차 모드들에 상당한 거동의 변화가 관찰될 수도 있다. 특별히, 수렴이 잘 되

려면 고주파로 갈 수록 임피던스가 빨리 감소해야한다. 따라서, 예를 들면, 공간 전하 또는 저항성-벽면

임피던스의 경우가 지금과 같은 절차로는 다루기가 쉽지 않다.

그림 15.7은 고유값을 Υ에 대한 함수로 나타내는데, 상호작용 행렬을 −5 < ` < 5가 되도록 (`′ 에

대해서도 마찬가지로) 절단하였다. 비록 이 결과는 저장링에서 낮은 품질인자의 공진기 임피던스를

가지는 water-bag 분포에 대한 특수한 경우이지만, 그림에서 보여지는 고유값의 거동은이러한 형태의

시스템에 대해 특징적인 경향이다. 작은 Υ 값에 대해서는 (예를 들어, 적은 번치 내 입자 개수 Nb 또는

낮은 션트 임피던스 Rs의 경우), 고유값 Ω/ω̄z들은 실수부만 있고, 근사적으로 정수값을 가진다. 이

영역에서, 정규 모드 섭동의 주파수는 근사적으로 `ω̄z이고, 여기서, `은 정수인 모드 번호이다. 해당

고유값들을 잘 살펴보고 식 (15.193)을 이용하면, 모드 번호 `인 섭동은 ∼ ei`φz의 의존성을 방위각

변수에 대해 가짐을 확인할 수 있다. 따라서, 식 (15.173)으로부터, 위상공간 분포는 다음과 같다.

Ψ ≈ Ψ0 + Ψ1 δD(Jz − Jz0)ei`(φz−ω̄zt), (15.258)

여기서, Ψ0는 식 (15.247)으로 주어지고, Ψ1은 상수인 진폭이다. 각각의 모드는 빔진행 방향 위상공간

분포의 경계 주변에서 파동의 형태를 가지는데, 이 파동의 위상속도는 싱크로트론 주파수와 같다.

번치 전하(또는 임피던스)가 증가함에 따라, 섭동의 주파수가 변화하기 시작한다. Υ = Υthreshold ≈

1.3인 값에서 모드 ` = 1 및 ` = 2의 주파수가 서로 같아진다. 만약, Υ이 더 증가하면, 이 모드들의

주파수의실수부는계속해서같되,주파수는허수부를가지게된다.이것이말하는것은이러한모드에

해당하는 섭동의 진폭이 지수함수적으로 증폭되거나 또는 감쇠된다는 것이다. 일반적으로 하나의 모

드는양수의허수부를가지는주파수를가지는데,이경우에는빔분포가불안정해진다.우리의해석은

섭동이론(즉,극소로작은섭동을가정함)에기초를하고있기때문에,우리는밀도섭동의진폭이어느

정도로 성장할지를 정확히 이야기하지는 못한다. 예를 들어, 빔이 빨리 새로운 평형상태에 도달하여

다른 분포를 가지게 될 지도 모른다. 하지만, 주파수의 허수부는, Υ의 함수로서, 빠르게 싱크로트론

주파수에 대등한 값에 도달하게 된다. 그리고 지수함수적 증가율은 따라서 상당히 커지게 된다. 전자

저장링에서는, 예를 들면, 증가율이 쉽게 싱크로트론 복사에 의한 감쇠율보다 커지게 된다. 이런 형

태의 불안정성은, 위상공간에서 밀도 섭동의 두 모드가 서로 합쳐지는 것으로 특성지어지기 때문에,
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그림 15.7: Water-bag 빔에 대한, 빔진행 방향 위상공간에서 섭동들의 모두 주파수. 주파수들은 상

호작용 행렬의 고유값들로 부터 결정이 되며, 이때 식 (15.253) 의 회절 임피던스 모델이 사용되었다.

파라미터 Υ은 식 (15.255)로 정의되었다. 실선은 고유값의 실수부를 나타낸다. 파선은 고유값의 허

수부를 나타내는데, 이것은 모드 ` = 1과 ` = 2의 커플링의 결과로 나타난다. 모드 주파수의 양수인

허수부는 섭동 진폭의 증가율을 기술한다. 모드 0 ≤ ` ≤ 5만 그림에 나타나 있고, ` < 0인 모드들도

같은 형태를 보인다.

모드-결합 빔불안정성(mode-coupling instability)라고 알려져 있다.

불안정성이 빠른 증가율을 가질 가능성이 있음을 고려하면, 저장링을 불안정성의 임계점 아래의

파라미터로 운전하는 것이 보통 바람직하다. 만약에 높은 번치 전하로 운전을 할 필요가 있다면, 임

피던스를 가급적 작게 유지하기 위해, 아주 주의해서 진공 챔버를 설계하고 제작해야 한다. 하지만

이것은 불안정성 문턱 이상에서 운전하는 것이 아주 불가능하다는 것을 이야기하는 것은 아니다. 실

제로는 불안정성의 증가율이 매우 크다고 할지라도, 그 실질적인 결과는 상대적으로 무해할 수 있다.

이것은빔진행방향모드-결합불안정성의주된효과가빔진행방향이미턴스를종종증가시키고,따라

서 번치의 길이를 증가시키기 때문이다. 우리가 식 (15.255)에서 보는 바와 같이, (번치 전하로 표현된)

임계값은 번치 길이에 의존한다. 따라서, 번치 전하가 특정한 번치 길이에 대해 불안정성의 임계값

이상으로 증가하면, 번치가 임계값 Υthreshold에 의해 결정되는 번치 길이를 가지고 새로운 평형상태

에 도달하는 것이 가능하다. 식 (15.255)으로부터, 회절 모델 임피던스에 대해 임계값 이상에서 번치

길이는 다음과 변할 거라 예상할 수 있다.

ẑ0 =
c

ω0

(
Rsq

2Nbω0ηp
2π2E0ν̄2

zΥthreshold

) 2
3

, (15.259)

여기서, Υthreshold ≈ 1.3.식 (15.259)는이론이맞는지시험해볼수있는방법을제공하는데,왜냐하면
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주어진 저장링에서, 번치 길이는 번치 전하, 위상 미끄럼 인자, 빔 에너지, 그리고 싱크로트론 튠의

함수로측정을할수있기때문이다.정확한의존성의형태는임피던스의성질에의존하지만,어느정도

일반적인 조건에서는 임계값 이상에서의 번치 길이는 다음과 같이 변할 것으로 예상이 된다.

σz ∝ ξa, (15.260)

여기서, a는 어떤 상수 파라미터이고, 변수 ξ는 다음과 같이 정의된다.

ξ =
Iavgηp
E0ν2

z

. (15.261)

Iavg는 저장링의 평균 전류이다. 식 (15.260)는 스케일링 법칙(scaling law)으로 알려져 있다. 이번 절

에서 논의된 단순화된 불안정성 모델, 그리고 회절 모델로 주어진 임피던스에 대해서는, 식 (15.259)

으로부터 a = 2/3으로 예상할 수 있다. SPEAR 장치에서 측정된 바에 의하면 a ≈ 0.76에서 스케일링

법칙이 빔의 거동을 잘 기술하였다. 이러한 경우는 SPEAR scaling으로 알려져 있다.

한가지 언급할 것은, 우리가 비록 빔진행 방향 위상공간에서의 빔동역학만을 다루었지만, 모드 결

합은 횡단면 방향 위상공간에서도 역시 발생할 수 있다. 횡단면 방향 모드-결합 불안정은 우리가 4.1

절에서 논의한 머리-꼬리 빔불안정성과 관련이 되어 있다. 하지만, 연속적인 전하 분포의 변화에 대해,

Vlaov 방정식에 바탕을 둔 해석이 단순한 두 개의 거시입자에 바탕을 둔 모델에 비해, 좀 더 실제적인

기술방법을 제공한다. 보다 깊은 논의는 Chao의 교과서를 참고하기 바란다.12

12A. W. Chao, Physics of collective beam instabilities in high energy accelerators, John Wiley and Sons, 1993.
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