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제 14 장

웨이크 필드, 웨이크 함수 및 임피던스

서론

빔번치가 가속기 빔파이프 내부를 진행할 때, 빔번치 내의 각각의 입자들은 전자기장을 방출하며 다

른 입자들의 운동에 영향을 미치게 된다. 공간전하 효과(space charge effect)와 산란 효과(scattering

effect)가 그 대표적인 예가 되겠다. 공간전하 효과와 산란 효과는 빔파이프가 없는 자유공간에서도

원칙적으로 발생이 가능하다. 만약, 빔파이프가 존재한다면 이미지 전하가 유도되어 빔 운동에 영향을

미칠 수 있다. 일부 이러한 이미지 전하의 효과를 공간전하 효과에 의한 ‘Laslett tune shift’로 기술하

기도 한다.

만약 입자의 운동이 상대론적이라면, 이렇게 빔파이프와 상호작용을 한 전자기장은 전자기장을 방

출한 근원 입자(source particle)의 뒤를 따라오는 후행 입자(trailing particle)들에만 영향을 미치게

된다. 이러한 전자기장을 웨이크 필드(wake field)라고 부른다. 빔파이프 내부가 플라즈마로 채워져

있는 경우에는 플라즈마 파동에 의한 전자기장이 발생되는 데, 이것은 플라즈마 웨이크필드(plasma

wakefield)라고 부르며, 이번 장에서 다룰 웨이크 필드와는 독립적으로 취급해야 할 주제이다. 높은 빔

에너지에서는 공간전하 효과와 산란 효과는 상대적으로 약해지며, 대신 웨이크 필드에 의한 효과가

지배적이 된다.

웨이크 필드는 공간과 시간에 의존하는 매우 복잡한 함수로 주어진다. 이러한 웨이크 필드가 가속

기 내에서의 빔 거동에 어떤 영향을 미치는 지를 이해하기 위해서는 다소 간략화된 모형이 필요하며,

이것을 위해 도입된 것이 웨이크 함수(wake function)이다. 웨이크 함수는 국소(localized) 전하 분포

뒤를 따르는 후행 입자가 가속기 내부의 특정한 영역을 지날 때 어떻게 힘을 받는 지를 근사적으로

기술해준다.일반적으로,웨이크함수는근원입자와후행입자사이의거리만의함수로웨이크필드를

표현한다. 이때, 모든 입자들은 빛의 속도로 상대론적 운동을 하고 있다고 가정한다.

웨이크 필드의 효과는 다양한 형태로 나타난다. 예를 들면, 빔진행(longitudinal) 및 횡단면(trans-
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verse) 방향으로의 이미턴스(emittance) 증가, 빔 분포의 왜곡, 빔불안정성 등이다. 빔불안정성은 특히

빔전류와 같은 가속기 운전조건에 제한을 가하게 된다. 설령, 빔이 불안정해지지 않는다 하더라도 웨

이크 필드는 이미턴스와 같은 빔의 품질을 떨어뜨린다.

웨이크 필드가 존재하는 상황에서의 빔동역학 해석을 위해서는 주파수 공간을 이용하는 것이 종종

더 편리하다. 이때 특정한 하나의 주파수를 가지는 빔 밀도의 섭동을 다루게 된다. 빔불안정성이라

함은 시간에 따라 이러한 섭동이 지속적으로 증가할 때를 말한다. 웨이크 함수가 웨이크 필드를 시간

영역에서 기술한다면, 웨이크 함수의 푸리에 변환인 임피던스(impedance)는 웨이크 필드를 주파수

영역에서 기술한다. 빔 분포의 운동방정식을 임피던스를 이용하여 표현하면, 특정 주파수를 가지고

진동하는 빔 밀도 섭동에 대한 특성함수 방정식을 도출할 수 있다. 이때 진동 주파수의 허수부가 해당

섭동의 증가율을 나타내게 된다.

임의의 근원 입자 빔 분포가 주어졌을 때, 발생되는 웨이크 필드, 웨이크 함수, 그리고 임피던스를 특

정한가속기구조에대해계산하는것은매우복잡한작업으로,난이도높은수치해석기법으로맥스웰

방정식을 풀어야만 한다. 이번 장에서는 해석적인 방법으로 풀이가 가능한 비교적 단순한 두 가지의

예를 소개하기로 한다. 원거리(long range) 웨이크 필드에 의한 빔불안정성의 원인이 되는 대표적인

예로서 공동 공진기에서의 웨이크 필드와 저항성-벽면 웨이크 필드가 있다 [2].

제 1 절 공동 공진기에서의 웨이크 필드

이번 절에서는 점전하가 공동 공진기(resonant cavity)를 지날 때의 웨이크 필드 발생을 논의한다.

공동 공진기에서의 웨이크 필드는 기하학적 웨이크 필드의 대표적인 예이다. 즉, 빔이 진행하는 동안

빔파이프의 크기 또는 구조가 변함에 따라 웨이크 필드가 발생하게 된다.

먼저,전하 q를가지고속도 v로자유공간에서등속직선운동을하는점전하를가정하자.상대론적인

상황, v → c에서 점전하 주위의 전기장은 입자 진행 방향의 수직한 면으로 납작하게 수축된다. 다음의

가우스 법칙을 ∫
V
∇ ·E dV =

∫
S
E · dA, (14.1)

맥스웰 방정식

∇ ·E =
ρ

ε0
, (14.2)

에 적용하면 다음의 관계식을 얻는다.

2πr

∫ ∞

−∞
Er ds =

q

ε0
. (14.3)

여기서 원통좌표계 (r, θ, s)를 사용하였고, 방위각 θ에 대해서는 대칭을 가정하여 dA = 2πrds로 놓

았다. 상대론적인 상황(v → c)을 가정하였으므로, 전기장을 디락 델타 함수를 사용하여 다음과 같이
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그림 14.1: 공동 공진기에서 발생되는 전자기장은 회절에 의해 중심축에서 멀리 퍼져나가는 구면파로

생각할 수 있다. 입자는 공동 공진기 반대편으로 빠져나가지만, 전자기장은 공동 공진기 내벽에 반사

되어 웨이크 필드를 형성하고, 뒤에 오는 후행 입자에 영향을 준다. 공동 공진기의 경계는 s = ±L/2

로 주어진다. 입자와 파면 모두 광속으로 진행한다고 가정한다.

표현할 수 있다.

Er =
q

2πε0r
δD(s− ct). (14.4)

비슷한 방법으로 자기장을 구하면 다음과 같다.

Bθ =
q

2πε0cr
δD(s− ct).

이때,전기장 Er은자기장 cBθ와같은크기임을알수있다. s는입자궤적을따라서측정되는거리이다.

이제 이 입자가 도체면으로 이루어진 공동 공진기 내부로 입사되는 상황을 가정하자. 공동 공진기의

형태는 길이 L 및 반경 R을 가지는 원통이다. 입자는 공동 공진기에 나있는 (빔파이프에 연결된) 작은

구멍으로 들어가게 된다. 이 작은 구멍을 통과하면서, 입자 주위의 전자기장은 회절을 일으키게 되고,

더 이상 식 (14.4)으로는 기술이 되지 못한다. 만약, 이 구멍이 충분히 작다면, 전자기장은 구멍 중심에

서부터 구면파를 이루면서 진행한다고 볼 수 있다. 입자는 공동 공진기 반대편의 구멍으로 빠져나가게

되지만, 전자기장은 공동 공진기 내벽에 반사되어 웨이크 필드를 형성한다.

빛의 속도로 움직이는 입자가 길이 L의 공동 공진기를 지날 때, 입자 주변의 전자기장도 근사적으로

L 정도의 거리를 퍼져나간다고 볼 수 있다. 구면파의 양끝과 중심이 빔 진행 방향으로 벌어진 거리

차이는 대략적으로 다음과 같이 근사될 수 있다.

∆s = L(1− cosψ). (14.5)

여기서 ψ ∼ 1 ∼ 60◦로 놓는다. 즉, 공동 공진기의 크기가 너무 크지도 작지도 않게 적당하게 주어져서,

ψ ∼ 1을 만족한다고 임의로 가정한 것이다. 따라서 ∆s ≈ L/2로 놓을 수 있다. 이론 모형의 단순화를
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위해 회절에 의해 만들어진 구면파를 평면파로 가정하자. 이 평면파는 상대론적 입자가 만들어 내는

전자기장과그크기는같지만,입자로부터 L/2거리만큼뒤쳐져서진행한다고생각할수있다.따라서,

공동 공진기 내부에 발생되는 전자기장에 대한 초기조건은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

Er =
q

2πε0r
δD(s− ct+ L/2). (14.6)

즉, 점전하가 s − ct = 0을 만족하며 움직인다면, 공동 공진기 내부의 전자기장은 s − ct = −L/2에

형성된다.

이러한 초기조건의 전자기장이 어떤 형태로 변화해 나가는지를 보기위해, 전자기장을 공동 공진기

안에형성되는 TM모드들의합으로표현된다고가정한다.원통형공동공진기에서하나의 TM모드의

전기장은 다음과 같이 쓸 수 있다.

Er = Elmn
kl
kmn

J ′
n(kmnr) cos (nθ) cos (kls) cos (ωlmnt− ϕlmn), (14.7)

Eθ = −Elmn
nkl
k2mnr

Jn(kmnr) sin (nθ) cos (kls) cos (ωlmnt− ϕlmn), (14.8)

Es = ElmnJn(kmnr) cos (nθ) sin (kls) cos (ωlmnt− ϕlmn). (14.9)

이에 해당하는 자기장은 다음과 같다.

Br = Elmn
nωlmn

c2k2mnr
Jn(kmnr) sin (nθ) sin (kls) sin (ωlmnt− ϕlmn), (14.10)

Bθ = Elmn
ωlmn

c2kmnr
J ′
n(kmnr) cos (nθ) sin (kls) sin (ωlmnt− ϕlmn), (14.11)

Bs = 0. (14.12)

TM(transverse magnetic)모드이기때문에, Bs = 0이된다.여기서 ϕlmn는초기조건에의해결정되는

고정된위상이다.양의정수 l ≥ 1은빔진행방향모드를,양의정수 m ≥ 1은반경방향모드를,그리고

0이상의 정수 n ≥ 0은 방위각 방향 모드를 나타낸다. 맥스웰 방정식이 만족하려면, 다음의 관계식이

성립되야 한다.

ω2
lmn = c2(k2l + k2mn). (14.13)

이상적인 완전 도체면을 가정하면, 경계조건에 의해 접선방향의 전기장과 수직방향의 자기장은 도체

면에서 없어진다. 이러한 경계조건을 원통 옆면에 적용하면,

kmn =
pmn

R
. (14.14)

여기서, pmn은 n차 베셀함수 Jn(x)가 0이 되게 하는 m번째 해이다. 마찬가지로 경계조건을 공동

공진기 양 끝면(s = ±L/2)에 적용하면,

kl = (2l − 1)
π

L
. (14.15)
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공동 공진기 중심축을 따라 진행하는 전하에 의해 생성되는 전자기장은 대칭성에 의해 방위각 θ에

대한 의존성은 가지지 않게 된다. 따라서, 다음을 반드시 만족해야 한다.

Elmn = 0 if n ̸= 0. (14.16)

이때, 반경 방향으로의 전기장은 다음과 같이 무한급수의 합으로 표현될 수 있다.

Er =
∞∑

l,m=1

Elm
kl
km

J ′
0(kmr) cos (kls) cos (ωlmt− ϕlm). (14.17)

여기서, n = 0만 고려하였으므로, 편의상 여러 변수에 나타나는 첨자 n은 생략하였다.

이제반경방향전기장의크기를결정하는계수 Elm을초기조건으로부터구해보자.식 (14.6)의디락

델타 함수를 다음과 같이 무한급수로 전개하여 계수를 구하면 아래와 같다.

δD(s− ct+ L/2) =

∞∑
l=1

al cos (kls) =
4

L

∞∑
l=1

cos (kls) cos (kl(ct− L/2)). (14.18)

식 (14.17)과 (14.18)을 비교하면, 먼저 위상 ϕlm는 다음과 같이 추측할 수 있다.

ϕlm = kl
L

2
= (2l − 1)

π

2
. (14.19)

위의 식은 특수한 물리적 상황(L ≪ R, ωlm ≈ klc)에서만 만족하는, 위상에 대한 근사적인 식이다.

계속해서 계수 Elm을 구하기 위해 식 (14.6)에 있는 반경 r에 대한 의존성을 베셀 함수로 전개한다.

만약 임의의 함수 f(r̄)이 다음과 같이 0 < r < 1 에 대해 무한급수로 표현된다면,

f(r̄) =

∞∑
m=1

CmnJn(pmnr̄), (14.20)

베셀 함수의 직교성에 의해 계수 Cmn을 다음과 같이 얻는다.

Cmn =
2

Jn±1(pmn)2

∫ 1

0
r̄f(r̄)Jn(pmnr̄)dr̄. (14.21)

여기서, 보통은 Jn+1(pmn)을 취하는데, Jn+1(pmn) = −Jn−1(pmn)이기 때문에 n ≥ 1인 경우 위와

같이 표현해도 무방하다. 이제 다음과 같이 놓자.

f(r̄) = ln (r̄). (14.22)

여기서 r̄ = r/R 이다. 따라서,

ln (r̄) =

∞∑
m=1

CmnJn(pmnr̄), (14.23)

이고, 위 식을 r̄으로 미분하면,

R

r
=

∞∑
m=1

pmnCmnJ
′
n

(
pmn

r

R

)
, (14.24)
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이고, 계수 Cmn은 앞의 베셀 함수에 대한 공식을 이용하여 다음과 같이 얻는다.

Cmn =
2

Jn+1(pmn)2

∫ 1

0
x ln (x)Jn(pmnx)dx. (14.25)

이제 식 (14.18)와 (14.24)를 이용하면, 식 (14.6)은 다음과 같이 표현된다.

Er =
q

2πε0

4

LR

∞∑
l,m=1

pmCmJ
′
0

(
pm

r

R

)
cos (kls) cos (kl(ct− L/2)). (14.26)

앞에서와 마찬가지로, 대칭성에 의해 n = 0만 고려하고 첨자 n은 생략하였다. 즉, Cm = Cm0이다.

만약, L ≪ R이면(즉, 공동 공진기가 길이 방향으로 매우 짧다면), 작은 l 및 m 값들에 대해 아래와

같이 쓸 수 있다.

ωlm ≈ klc. (14.27)

또는, kl ≫ kmn으로 생각할 수 있다. 식 (14.25)를 직접 계산해 보면 (매스매티카 등을 이용하여), 근사

적으로 pmCm ≈ −π가 됨을 확인할 수 있다. 이제, 식 (14.17)과 (14.26)을 비교하면, 우리가 구하고자

했던 계수 Elm를 얻는다.

Elm = − q

4πε0R2

8pm
(2l − 1)

= −
(
Z0c

4π

)
q

R2

8pm
(2l − 1)

. (14.28)

여기서, Z0 =
√
µ0/ε0는 진공의 임피던스 값인데, 주목할 점은 (Z0c/4π)라는 값을 별도의 항으로 분

리해서 표현했다는 점이다. 이렇게 한 이유는 SI 단위계에서 cgs 단위로의 변환을 쉽게하기 위함이다.

이책에서는 SI단위계를사용하고있지만,웨이크필드해석에 cgs단위도많이사용되고있다.다음과

같은 변환을 통해 쉽게 단위 변환이 가능하다.

Z0c

4π
= 1 (cgs units). (14.29)

식 (14.28)을 이용하면, 공동 공진기 중심축상을 진행하는 점전하에 의해 발생되는 전자기장에 대한

표현식을 시간과 위치의 함수로 얻을 수 있다. 예를 들면, 빔진행 방향으로의 전기장은

Es = −Z0c

4π

q

R2

∞∑
l,m=1

8pm
(2l − 1)

J0(kmr) sin (kls) cos (ωlm(t− L/2c)), (14.30)

이다. 우리가 지금까지 사용한 가정들 때문에 위 식은 L ≪ R일 때, 그리고 l 및 m이 작은 값일 때만

유효하다. 그리고 인과율(causality)을 만족해야하기 때문에, (14.30)에서 시간의 범위를 t > L/2c로

제한해야 한다. 즉, 입자가 공동 공진기의 끝면(s = L/2)을 지난 이후에 웨이크 필드가 유도된다고 봐

야한다. 식 (14.30)의 전기장은 일종의 정상파로서, −L/2 < s < L/2에서 값을 가진다. 따라서 시간의

범위를 제한하진 않으면, 근원 입자의 앞쪽에서도 전기장이 존재하는 모순이 생긴다.
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1. 공동 공진기에서의 웨이크 필드 제 14 장. 웨이크 필드, 웨이크 함수 및 임피던스

Quality factor

식 (14.30)만 보면, 공동 공진기 안의 웨이크 필드는 입자가 빠져나간 이후에도 계속 지속되는 것처럼

보인다. 하지만, 실제로는 웨이크 필드를 감쇠시키는 물리적 기작들이 존재한다. 특히, 웨이크 필드의

에너지 일부는 공동 공진기에 연결된 빔파이프로 누설이 되기도 하고, 일부는 공동 공진기 벽면에

유도되는 전류에 의해 열에너지의 형태로 소멸되기도 한다. 이러한 감쇠를 일으키는 기작들이 지금

까지 논의한 단순화된 이론 모형에는 포함되어있지 않지만, 실제로는 항상 고려를 해야 한다. 특정한

주파수의 모드에 대해 전자기장이 감쇠되는 정도는 품질인자(quality factor) Q로 기술한다.

Q = 2π
E
U

= ω
E

U/T
. (14.31)

여기서 E는 공동에 저장된 특정한 모드의 에너지이고, U는 한 진동주기(T = 2π/ω)에 잃는 에너지

이다. 따라서, 단위시간당의 에너지 감쇠는 U/T가 된다. 만약 Q ≫ 1, 즉, U ≪ E인 경우, 저장된

에너지는 dE/dt = −U/T = −ωE/Q의 비율로 감쇠되므로,

E(t) = E(0) exp
(
−ωt
Q

)
, (14.32)

의 형태로 지수적으로 줄어든다. 특정한 주파수 모드에 대한 품질인자는 공동 공진기 내부에 형성되는

전자기장의 분포, 공동 공진기의 기하학적인 구조 및 벽면 재료 등에 영향을 받는다. 가속기 빔파이프

에서 공동 공진기 구조는 의도치 않게 나타나는 경우가 있다. 예를 들면, 빔파이프의 모양이나 크기가

변화하는 구간이 있다거나, 진공 벨로우즈, 진공 펌프, 빔진단/제어 장치 등이 삽입되는 경우가 해당되

겠다.이러한경우에는품질인자가대체적으로작기때문에,유도된전자기장은급격히감쇠하게된다.

심지어 그 다음 빔 번치가 오기전에 상당 부분 감쇠가 되기도 한다. 일반적으로는 공진 발생 가능성이

있는 빔파이프 구간에는 금속 조각을 이용하여 빔파이프가 가급적 매끈하고 연속적으로 보이도록 해

서 공진을 차폐하는 작업을 해야 한다. 반면, 가속관으로 쓰이는 공동 공진기의 경우에는 가속 효율이

떨어질것이므로이러한차폐를할수없다.가속관의경우에는품질인자가매우높아서,초전도가속관

에서는 Q ∼ 109 정도이다. 이러한 가속관에서 유도되는 웨이크 필드는, 기본모드(fundamental mode)

이든 고차모드(higher-order modes, HOMs)이든, 가속기에서의 빔동역학에 영향을 미치므로 반드시

고려해야 한다. 보통 가속관은 빔불안정성을 피하기 위해 고차모드를 감쇠할 수 있도록 설계가 되어

있다. 고차모드의 감쇠는 짧은 도파관 역할을 하는 구조물을 가속관에 부착하여 고차모드의 전자기장

에너지가 가속관 밖으로 빠져나가도록 해서 이루어 질 수 있다. 이렇게 빠져나간 에너지는 페라이트

(ferrite) 부하에서 반사없이 안전하게 처리된다.

이제 다시 식 (14.30)으로 돌아가서, 감쇠효과를 적절한 지수 항을 도입해서 근사적으로 포함시

키도록 한다. 일반적으로 감쇠항은 조화진동자의 공진 주파수 ωr을 변화시킨다. 다음과 같은 감쇠

조화진동자의 경우
d2x

dt2
+ 2α

dx

dt
+ ω2

rx = 0. (14.33)
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1. 공동 공진기에서의 웨이크 필드 제 14 장. 웨이크 필드, 웨이크 함수 및 임피던스

그 해는

x(t) = Ae−αt cos (ω̄rt− ϕ), (14.34)

로 주어진다. 여기서

ω̄r =
√

|ω2
r − α2|, (14.35)

이다.공동공진기에서높은주파수의모드들은낮은주파수의모드들보다훨씬빨리감쇠가일어난다.

따라서 웨이크 필드에 의한 효과는 가장 낮은 주파수의 모드(l = m = 1의 경우)에 의해 지배적으로

결정된다고 가정할 수 있다. 이러한 경우 ωlmL/2c = ω11L/2c ≈ ck1L/2c ≈ π/2이 된다. 추가적으로

중심축상에서(r = 0)의 값만을 고려하면, 빔 진행 방향으로 발생되는 전기장은 아래와 같이 표현된다.

Es = −Z0c

4π

8p1q

R2
e−αt sin (k1s) sin (ω̄rt). (14.36)

여기서 사용된 변수들은 다음과 같이 정의되었다.

k1 = (2× 1− 1)
π

L
=
π

L
, (14.37)

ωr = ω11 = k1c, (14.38)

α =
ωr

2Q
. (14.39)

지수 항에 있는 전기장 크기의 감쇠율 α는 에너지(전기장 크기의 제곱에 비례) 감쇠율의 절반이 됨을

확인할 수 있다.

Longitudinal force

이렇게 발생된 축방항의 전기장은 후행 입자에 빔진행 방향으로 힘을 작용시킨다. 결과적으로 받게

되는 빔진행 방향으로의 운동량 변화는 빔진행 방향 전기장을 공동 공진기 길이에 대해 적분한 값에

비례하게된다.웨이크필드를발생시키는근원입자와뒤따르는후행입자모두광속으로진행하므로,

후행 입자의 근원 입자에 대한 상대적 위치 z < 0는 아래의 구속 요건을 만족한다.

z = s− ct = constant. (14.40)

주어진 z < 0에 대해, 식 (14.36)을 t = (s− z)/c로 치환 후에 공동 공진기 길이 s에 대해 적분하면, z

만의 함수로 아래와 같이 정리할 수 있다.∫ L/2

−L/2
Es(s− ct = z)ds ≈ −Z0c

4π
3q
L2

R2

ωr

c
eαz/c cos

( ω̄rz

c

)
. (14.41)
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근원 입자 앞 쪽에서는(z > 0) 아무런 웨이크 필드가 발생되지 않으므로 Es = 0이다. 앞에서 논의한

초기조건에 의해, 위 적분값은 엄밀하게 말하면 z < −L/2에서만 유효하다. 하지만, 대략적인 크기를

확인하기 위해 z → 0−로 극한을 취하면, 위 적분값의 부호는 −q에 비례함을 볼 수 있다. 즉, 후행

입자와 선행 입자의 전하 부호가 같다면, −s 방향으로 합력이 작용하게 된다.

우리가 지금까지 논의한 표현식들은 매우 단순화된 가정을 통해 얻어진 것이고, 좀더 실제적인 상

황에서의 웨이크 필드 계산을 위해서는 맥스웰 방정식을 주어진 기하구조에 대해 수치적으로 풀어야

한다.

또한, 일반적으로는 횡단면 방향으로도 웨이크 필드에 의한 힘이 발생된다. 이러한 횡단면 방향으

로의 힘은 후행 입자와 선행 입자 사이의 빔진행 방향 거리 z뿐만 아니라, 웨이크 필드를 느끼는 후행

입자의 수직방향 위치 r에도 의존하게 된다. 그리고, 빔진행 방향 및 횡단면 방향으로의 힘은 맥스웰

방정식에 의해 서로 연결이 되어있다.

제 2 절 저항성-벽면 웨이크 필드

이번절의목표는가속기빔파이프내에서특정한빔분포주변에생기는전자기장을계산해보는것이

다. 특별한 경우로 원형 단면의 긴 원통형의 빔파이프를 고려하고, 두께는 무한히 얇지만 전기 전도도

(electrical conductivity)는 유한한 값을 가진다고 가정하자. 빔파이프는 보통 구리 또는 알루미늄으로

만들어지는데, 분명 좋은 전도체이긴 하지만 완전도체는 아니다 [2]. 이러한 상황에서의 웨이크 필드는

빔파이프의 전기 전도도에 직접적으로 의존하게 되는데, 이를 저항성-벽면 웨이크 필드(resistive-wall

wake field)라고 보통 부른다. 만약 선행 입자의 빔 분포를 특수하게 가정하면, 웨이크 함수를 도입하여

단순화된 형태로 웨이크 필드를 기술할 수 있다. 웨이크 함수는 웨이크 필드를 편리하게 표현할 수

있어서 빔동역학 연구에 유용하며, 다음 절에서 좀 더 자세히 논의하기로 한다.

기하학적 웨이크 필드는 진공챔버의 모양이나 크기가 변할 때 생성되고, 그 대표적인 예가 앞 절

에서 논의했던 공동 공진기에서의 웨이크 필드 발생이다. 빔파이프의 모양이 완벽히 일정한 경우라

하더라도, 빔파이프 재질의 전기 전도도가 유한하다면 역시 웨이크 필드가 발생될 수 있다. 이러한

저항성-벽면 웨이크 필드는 가속기에서 매우 중요하며, 이번 절에서는 Chao [2]의 방법론을 따라 관련

내용을 소개한다.

웨이크 필드의 발생 양상은 진공챔버의 크기, 모양, 전기 전도도 등에 의존할 뿐만 아니라, 근원 입자

의 빔 분포에도 영향을 받는다. 완전히 일반적인 빔 분포는 해석적으로 다루기가 어렵기 때문에, 가장

단순한 점전하 또는 다음과 같은 고리 모양의 빔 분포를 주로 가정한다.

ρ =

∞∑
m=0

Im
π(1 + δm0)am+1

cos (mθ)δD(r − a)δD(s− ct). (14.42)

여기서 ρ는 전하 밀도, θ는 x = 0에서 부터의 각도, a는 고리의 반지름으로 상수이다. δm0는 크로네커
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델타 함수이고, δD(x)는 디락 델타 함수이다. 디락 델타 함수는 변수 x의 역수의 단위를 가진다. 이

러한 전하 밀도에서 모든 전하는 반지름 a의 고리에 분포하여 존재하고, 고리의 중심은 기준 궤적을

따라 s = ct로 움직인다. 계수 Im은 전하 분포의 다중극 모멘트(multipole moments)로서 다음과 같이

주어진다.

Im = Re

∫
(x+ iy)mρ dV . (14.43)

전체공간에대한적분
∫
ρdV가전하량의단위를가지므로, Im은 [charge]×[length]m의단위를갖는다.

m = 0이라면, I0 = Re
∫
ρdV = q, 그리고 m = 1이라면, I1 = Re

∫
(x+ iy)ρdV = q⟨x⟩이다.

만약, 총 전하량 q가 균일하게 고리에 분포되어 있다면 다음과 같은 식들을 얻는다.

ρ =
q

2πa
δD(r − a)δD(s− ct), (14.44)

Im =

 q for m = 0,

0 for m ̸= 0.
(14.45)

또한, 점전하 q가 r = a, θ = 0, 즉, x = a, y = 0인 선을 따라 진행한다면 다음의 식들을 얻는다.

ρ = q
δD(θ)

a
δD(r − a)δD(s− ct) = qδD(x− a)δD(y)δD(s− ct), (14.46)

Im = qam. (14.47)

위의 관계식은 디락 델타 함수의 푸리에 급수전개로 부터도 확인할 수 있다.

δ(x) =
1

2π
+

1

π

∞∑
m=1

cos(mx).

이제 식 (14.42)의 전하 밀도 분포를 가지고, 반지름 b인 긴 원통형 진공챔버 내를 진행하는 빔을

가정하자. 이 빔 주변에 발생되는 전자기장은 다음의 맥스웰 방정식을 만족한다.

∇ ·E =
ρ

ε0
, (14.48)

∇ ·B = 0, (14.49)

∇×B− 1

c2
∂E

∂t
= µ0j, (14.50)

∇×E+
∂B

∂t
= 0. (14.51)

여기서

j = cρŝ, (14.52)

10
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은전류밀도이고, ŝ는기준궤적방향으로의단위벡터이다.주어진전하밀도분포에대한해를구하기

위해, 다음과 같이 전자기장을 θ 및 s에 대한 푸리에 급수로 표현한다.

E =

∞∑
m=0

∫ ∞

−∞
eikz

dk

2π

(
cos (mθ)Ẽr, sin (mθ)Ẽθ, cos (mθ)Ẽs

)
, (14.53)

B =
∞∑

m=0

∫ ∞

−∞
eikz

dk

2π

(
sin (mθ)B̃r, cos (mθ)B̃θ, sin (mθ)B̃s

)
. (14.54)

여기서 우리는 ρ ∝ δD(s− ct)을 고려하여 다음과 같은 변수를 도입하였다.

z = s− ct. (14.55)

각각의전자기장성분에포함되어있는 θ에대한의존성은맥스웰방정식에의해결정되었다.식 (14.53)

과 (14.54)를 맥스웰 방정식에 대입하면, 푸리에 계수들에 대한 관계식들을 얻을 수 있다. 식 (14.48)

및 (14.49)으로부터

1

r

∂(rẼr)

∂r
+ ikẼs +

m

r
Ẽθ =

ρ̃m(r, k)

ε0
, (14.56)

1

r

∂(rB̃r)

∂r
+ ikB̃s −

m

r
B̃θ = 0. (14.57)

식 (14.50)으로부터

−m
r
Ẽs − ikẼθ − ikcB̃r = 0, (14.58)

ikẼr −
∂Ẽs

∂r
− ikcB̃θ = 0, (14.59)

m

r
Ẽr +

1

r

∂(rẼθ)

∂r
− ikcB̃s = µ0cρ̃m(r, k). (14.60)

마지막으로 식 (14.51)로부터

m

r
B̃s − ikB̃θ +

ik

c
Ẽr = 0, (14.61)

ikB̃r −
∂B̃s

∂r
+
ik

c
Ẽθ = 0, (14.62)

−m
r
B̃r +

1

r

∂(rB̃θ)

∂r
+
ik

c
Ẽs = 0. (14.63)

여기서 ρ̃m(r, k) 는 전류 밀도의 푸리에 변환 계수이다.

ρ =

∞∑
m=0

∫ ∞

−∞
eikz

dk

2π
cos (mθ)ρ̃m(r, k). (14.64)

따라서, 식 (14.42)에 의해

ρ̃m(r, k) =
Im

π(1 + δm0)am+1
δD(r − a). (14.65)

11
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r = a인 지점을 제외하고 나면, ρ̃m(r, k) = 0이다. 따라서 r < a인 영역에 대해 식 (14.56)–(14.63)을

적분하면,

Ẽr = C(0)
m r̄−m−1 + C(1)

m r̄m−1 − ikbC
(2)
m

2(m+ 1)
r̄m+1, (14.66)

Ẽθ = C(0)
m r̄−m−1 − C(1)

m r̄m−1 − ikbC
(2)
m

2(m+ 1)
r̄m+1, (14.67)

Ẽs = C(2)
m r̄m, (14.68)

cB̃r = −C(0)
m r̄−m−1 +

(
C(1)
m +

imC
(2)
m

kb

)
r̄m−1 +

ikbC
(2)
m

2(m+ 1)
r̄m+1, (14.69)

cB̃θ = C(0)
m r̄−m−1 +

(
C(1)
m +

imC
(2)
m

kb

)
r̄m−1 − ikbC

(2)
m

2(m+ 1)
r̄m+1, (14.70)

cB̃s = −C(2)
m r̄m. (14.71)

여기서 편의상 다음을 정의하였다.

r̄ =
r

b
. (14.72)

그리고, C
(0)
m , C

(1)
m 및 C

(2)
m 는 적분상수로서(단위는 포텐셜 차이), 경계조건에 의해 결정이 된다. 그

다음으로 r > a인 영역에 대해서도 적분상수만 다른 정확히 같은 형태의 식들을 얻는다. 이 영역에서

의 적분상수는 C̄
(0)
m , C̄

(1)
m 및 C̄

(2)
m 로 구분하여 표현한다. 특별히 m = 0인 경우는, 적분상수의 갯수가

줄어드는데, 식 (14.66)–(14.71)에서 다음과 같이 놓으면 간편히 처리가 가능하다.

C
(1)
0 = C̄

(1)
0 = 0. (14.73)

만약, b → ∞라면, 즉 빔이 진공챔버없이 자유공간을 진행한다면, 0이 아닌 유일한 항은 적분상수

C
(0)
m 또는 C̄

(0)
m 가들어간항,즉, r−m−1의의존성을같는항이될것이다.왜냐하면, C

(1)
m , C̄

(1)
m , C

(2)
m , C̄

(2)
m

이 들어간 항, 즉, rm−1 및 rm+1의 의존성을 같는 항들이 b → ∞인 경우에 0이 안된다면, 국소 전하

분포로부터 무한대 떨어진 지점에서도 전자기장이 유한하게 되어 물리적으로 맞지 않게 된다. 이제,

C
(0)
m 또는 C̄

(0)
m 의 값을 얻기위해, q라는 점전하가 r = a, θ = 0이라는 위치를 가지고 자유공간에서

진행한다고 가정해보자. 맥스웰 방정식의 가우스 법칙을 점전하 주위의 반지름 r0를 가지는 무한한

원통에 대해 적분하면,∫
∇ ·E dV =

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0
Err0dθ

′dz = 2πr0

∫ ∞

−∞
Erdz =

q

ε0
. (14.74)

여기서 우리는 점전하 주위의 전기장이 (진공챔버가 없는 자유공간에서) 회전대칭(점전하 주위로의

각도 θ′에 대해)을 가진다는 것을 이용하였다. 푸리에 전개식 (14.53)을 적용하면,∫ ∞

−∞
Erdz =

∞∑
m=0

∫ ∞

−∞
dz

∫ ∞

−∞
eikz

dk

2π
cos (mθ)Ẽr(k) =

q

2πε0r0
. (14.75)
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먼저 z에 대한 적분은 디락 델타 함수가 된다. 즉, δ(k) =
∫∞
−∞ eikzdz/2π이다. 따라서, 남은 k에 대한

적분은단순히 Ẽr(k = 0)이된다.푸리에전개의계수 Ẽr은관찰지점의각도 θ에무관하므로 (Jackson

의 전기역학 교과서 3.3절 참고 [3]), 편의상 원점 주변의 각도 θ = 0인 지점을 고려하자. 이 상황에서

r0 = r − a를 이용하면,

∞∑
m=0

Ẽr =
q

2πε0r0
=

q

2πε0r

∞∑
m=0

(a
r

)m
=

q

2πε0a

∞∑
m=0

(a
r

)m+1
. (14.76)

위 식을 식 (14.66)과 비교하면, r > a에 대해 다음과 같이 유추할 수있다.

C̄(0)
m =

q

2πε0a

(a
b

)m+1
. (14.77)

이 상황에서 점전하에 대한 다중극 모멘트가 Im = qam으로 주어지므로,

C̄(0)
m =

Im
2πε0bm+1

. (14.78)

위식은분모에 b→ ∞가되어 0이되는것같지만,실제 Ẽr의계산에서는 r̄−m−1 항에있는 b와약분이

되어 유한한 값을 준다. 특별히 m = 0인 경우

C̄
(0)
0 =

q

2πε0b
.

한편, r < a에 대해서는 r0 = a− r을 이용하면,

∞∑
m=0

Ẽr =
q

2πε0r0
=

q

2πε0a

∞∑
m′=0

(r
a

)m′

=

∞∑
m′=0

qbm
′

2πε0am
′+1

(r
b

)m′

=

∞∑
m=1

qbm−1

2πε0am

(r
b

)m−1
.

따라서, b→ ∞인 경우, r < a에 대해서는 r̄−m−1에 의존하는 항이 없으므로

C(0)
m = 0. (14.79)

대신,

C
(1)
0 = 0, C

(1)
m>0 =

qbm−1

2πε0am
,

을 얻는다. 지금까지 C̄
(0)
m 및 C

(0)
m 을 얻는 과정에서 점전하를 가정하였는데, 임의의 전하가 r = a인

고리에 분포하고 있다면, 점전하의 푸리에 결합으로 생각하여 일반화할 수 있다. 즉, 식 (14.78)에서

Im을 일반화된 전하분포의 다중극 모멘트로 대입하면 된다.

이제 다시 진공챔버를 고려하되, 앞에서 구한 C̄
(0)
m 및 C

(0)
m 의 값은 달라지지 않는다고 가정하자.

(C
(1)
m>0은 달라질 것이므로, 다시 미지수로 생각한다.) 진공챔버가 있다면, 적분상수에 대해 다음과

같은 성질이 있음을 발견할 수 있다. 첫째, Ẽs와 B̃s는 r = a에서 연속이다. 따라서,

C(2)
m = C̄(2)

m . (14.80)

13
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둘째, Ẽθ와 B̃r는 r = a에서 연속이다. 따라서,

C(1)
m = C̄(1)

m − C̄(0)
m

(
b

a

)2m

. (14.81)

결국, (각각의 m에 대해) 두 종류의 적분상수 C̄
(1)
m 와 C̄

(2)
m 만 미지수로 생각할 수 있다. 이 두 미지수는

진공챔버 내벽 r = b에서의 경계조건에 의해 결정되야 한다.

진공챔버가 전기 전도도 σ를 가지는 옴 도체(옴의 법칙을 만족하는 도체)로 만들어졌다고 가정하자.

이때 전류밀도는 다음과 같이 전기장에 비례한다.

j = σE. (14.82)

이제 맥스웰 방정식을 진공챔버 내벽 안쪽에서 풀기위해, 전자기장을 앞에서와 마찬가지로 (즉, 식

(14.53) 및 (14.54) 처럼) 푸리에 급수로 표현한다. 맥스웰 방정식에서 전하 밀도 ρ = 0 및 전류 밀도

j = σE 로 놓고, 푸리에 급수 전개를 대입하면, 푸리에 계수에 대한 연립 미분방정식을 얻게 된다.

하지만, 이 연립 미분방정식의 해는 해석적으로 표현하기가 불가능하며, 다음과 같은 근사적인 해만이

r > b에 대해 알려져 있다.

Ẽr = −C(3)
m

k

λ
eiλ(r−b), (14.83)

Ẽθ = C(4)
m

k

λ
eiλ(r−b), (14.84)

Ẽs = C(3)
m eiλ(r−b), (14.85)

cB̃r = −C(4)
m

k

λ
eiλ(r−b), (14.86)

cB̃θ = −C(3)
m

(
k

λ
+
λ

k

)
eiλ(r−b), (14.87)

cB̃s = C(4)
m eiλ(r−b). (14.88)

여기서,

λ2 = icµ0σk, (14.89)

이고, C
(3)
m 및 C

(4)
m 는 (포텐셜 차이의 단위를 가지는) 적분상수이다. 모든 전자기장이 r → ∞에서 0

으로 감쇠하기 위해서는 (식 (14.89)의 제곱근을 취해서 얻게 되는) λ가 양의 허수부를 반드시 가져야

한다. 즉,

λ = (i+ sgn(k))

√
cµ0σ|k|

2
=
i+ sgn(k)

δskin
. (14.90)

여기서, sgn(k)는 k의 부호를 주는 함수로서, k가 양수면 +1, k가 음수면 −1의 값을 가진다. 위 식에

서 δskin는 진공챔버 벽면의 표피깊이(skin depth)이며, 전자기파의 크기가 1/e로 감쇠되는 데 걸리는

거리로정의된다.따라서, λ는 k와마찬가지로거리의역수의단위를갖는다(파장이아님에유의하라).

미지수로 남은 적분상수들은 전자기장들을 r = b에서 매칭을 함으로써 얻을 수 있다. 진공챔버 표면

에서 표면 전하가 유도될 가능성이 있기 때문에, 수직방향 전기장 Er이 r = b 전후에서 연속적이라고

14
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할 수는 없다. 하지만, 옴 도체의 경우 표면 전류를 가정하기가 어렵기 때문에, 수평방향의 자기장은

연속적이라놓아야한다 (Jackson의전기역학교과서 8.1절참고 [3]).따라서, Es와 Bs는경계면 r = b

주변에서 연속이다.

C(3)
m = C̄(2)

m , (14.91)

C(4)
m = −C̄(2)

m . (14.92)

또한, Eθ와 Bθ의 경계면 r = b 주변에서의 매칭을 통해 다음의 관계식을 얻는다.

C̄(2)
m =

2C̄
(0)
m

ikb
m+1 − λ

k − im
kb − 2 k

λ

, (14.93)

C̄(1)
m = − im+ bλ

2kb
C̄(2)
m . (14.94)

m = 0에 대해서는 이미 C̄
(1)
0 = 0으로 놓았기 때문에, 하나의 적분상수 C̄

(2)
0 만 결정을 하면 된다. Bθ

를 r = b 주변에서 매칭을 하면,

C̄
(2)
0 =

2C̄
(0)
0

ikb− 2λ
k − 2 k

λ

. (14.95)

C̄
(2)
m 및 C̄

(1)
m 을 다음과 같이 정의된 무차원 변수 ξ로 급수전개하여 근사적으로 표현하면 편리하다.

ξ =

√
2

cµ0σb
= δskin ×

√
|k|
b
. (14.96)

이제 λ = (i+ sgn(k))(b/|k|)1/2ξ를 식 (14.93)와 (14.94)에 대입하고, ξ의 1차항까지 전개하면, m > 0

에 대해

C̄
(2)
m

C̄
(0)
m

= (isgn(k)− 1)(|k|b)1/2ξ +O((|k|b)2ξ2), (14.97)

= (|k|b)1/2ξ
[
(isgn(k)− 1) +O((|k|b)3/2ξ)

]
,

C̄
(1)
m

C̄
(0)
m

= 1 + (isgn(k) + 1)
(|k|b)3/2

2(m+ 1)
ξ +O((|k|b)3ξ2). (14.98)

그리고 m = 0에 대해

C̄
(2)
0

C̄
(0)
0

= (isgn(k)− 1)
(|k|b)1/2

2
ξ +O((|k|b)2ξ2), (14.99)

C̄
(1)
0 = 0, (14.100)

을 얻는다. ξ는 k에 대한 의존성이 없음으로, C̄
(2)
m 및 C̄

(1)
m 의 k에 대한 의존성은 위의 식에 명시적으

로 나타나게 된다. 이러한 성질은 나중에 푸리에 변환을 통해 전자기장 성분을 표현하는데 편리하다.

그리고 위의 급수 전개식의 고차항을 보면(O((|k|b)3/2ξ)), C̄(2)
m 및 C̄

(1)
m 이 수렴하기 위한 조건은

|k|b≪ ξ−2/3, (14.101)
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임을 알 수 있다. 이제 파수(k) 공간에서 좌표계(z) 공간으로의 변환을 생각하면, 위의 수렴 조건은

|z| ≫ bξ2/3 = 3

√
2b2

cµ0σ
. (14.102)

즉, 주어진 전기 전도도과 빔파이프 반지름에 대해, 지금까지의 결과가 유효한 최소한의 |z| 값이 존

재한다. 예를 들어, 만약 진공챔버가 알루미늄(σ = 3.55 × 107 Ω−1m−1)으로 만들어져 있고, 지름이

40 mm 라면, ξ의 값은 대략 10−4 정도이다. 따라서, 위에서 유도한 ξ에 대한 1차항 까지의 급수 전

개식은 |z| ≫ 40 µm에서 유효하게 된다. 이러한 |z|의 범위에서는 각각의 빔번치 내부에서 근거리

(short range) 웨이크 필드가 빔동역학에 어떤 영향을 미치는 지는 알아보기 어렵다. 대신, 저장링에서

저항성-벽면웨이크필드에의한서로다른번치와번치간의결합현상을기술하는데는유효할것이다.

이제 실공간에서의 전자기장은 지금까지 구한 푸리에 계수를 식 (14.53) 및 (14.54)에 대입하여 얻을

수 있다. 빔진행 방향의 성분을 계산하기 위해 다음의 관계식을 이용한다.∫ ∞

−∞
eikz

dk

2π
(isgn(k)− 1)|k|1/2 =

1− sgn(z)

2
√
2π|z|3/2

, (14.103)∫ ∞

−∞
eikz

dk

2π
(isgn(k) + 1)|k|3/2 = −3(1− sgn(z))

4
√
2π|z|5/2

. (14.104)

여기서 주목할 점은 위 식에서 우변이 z > 0에서는 0이 된다는 점이다. 즉, 근원 입자 앞에서는 전자

기장이 존재치 않고 인과율을 만족하게 된다. 0 < r < b, z < 0, 그리고 |z| ≫ bξ2/3인 경우에 다음과

같이 빔진행 방향 성분의 전자기장을 구할 수 있다.

Es =

√(
Z0c

4π

)
c

σ

∞∑
m=0

Imr
m cos (mθ)

(1 + δm0)πb2m+1

1

|z|3/2
, (14.105)

cBs = −

√(
Z0c

4π

)
c

σ

∞∑
m=0

Imr
m cos (mθ)

πb2m+1

1

|z|3/2
. (14.106)

여기서 Z0는 자유 공간에서의 임피던스로 아래와 같이 주어진다.

Z0 =

√
µo
ε0
. (14.107)

위의 식 (14.105)와 (14.106)는 아래의 인자가 명시적으로 나타나도록 표현하였는데, 이는 단위계의

변환을 쉽게 하기위함이다.
Z0c

4π
=

1

4πε0
(SI units), (14.108)

Z0c

4π
= 1 (cgs units). (14.109)

마찬가지방법으로나머지성분들도푸리에변환을통해계산할수있다. z = 0인면에서는상대론에

의해 팬케이크(pancake) 모양으로 전자기장이 전하 주변에 생성되므로, 수학적으로는 디락 델타 함수

가 나타날 것이다. 하지만, 우리는 급수 전개의 수렴 조건 |z| ≫ bξ2/3을 적용하고 있으므로, 이러한

z = 0에서 나타나는 항들은 고려하지 않는다.
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0 < r < b, z < 0, 그리고 |z| ≫ bξ2/3인 경우에, 방위각 방향 성분의 전기장은 다음과 같이 주어진다.

Eθ = −

√(
Z0c

4π

)
c

σ

∞∑
m=0

3Im
4πb2m+1

rm−1(r2 − b2)

m+ 1
sin (mθ)

1

|z|5/2
. (14.110)

그리고, 반경 방향 전기장은 아래와 같다.

Er = −

√(
Z0c

4π

)
c

σ

×

(
3q

8πb

r

|z|5/2
+

∞∑
m=0

3Im
4πb2m+1

rm−1(r2 + b2)

m+ 1
cos (mθ)

1

|z|5/2

)
. (14.111)

마지막으로, 자기장의 횡단면 방향 성분은 0 < r < b, z < 0, 그리고 |z| ≫ bξ2/3인 조건에서

cBθ = Er −

√(
Z0c

4π

)
c

σ

∞∑
m=0

2Immr
m−1 cos (mθ)

πb2m+1

1

|z|1/2
, (14.112)

그리고,

cBr = −Eθ −

√(
Z0c

4π

)
c

σ

∞∑
m=0

2Immr
m−1 sin (mθ)

πb2m+1

1

|z|1/2
, (14.113)

로 주어진다.

지금까지 구한 저항성-벽면 웨이크 필드에 관해 몇 가지 주목할 만한 점을 소개하면 다음과 같다.

첫째, 진공챔버 내벽에서의 전자기장이 r → ∞의 극한에서 0으로 수렴하도록 하기 위해, 우리는 λ

의 허수부가 양수가 되도록 잡았었다. 이러한 선택은 전자기장을 만들어 내는 근원 입자 앞쪽에서는,

즉, z > 0에서는 웨이크 필드가 없도록 만들어 준다. 다른 말로 하면, λ의 복소 평면에서의 위상은 전

자기장이 진공챔버 내벽에서 반경에 따라 감쇠한다는 조건뿐만 아니라, 인과율도 동시에 만족하도록

결정이 된다는 것이다.

둘째, 우리는 진공챔버 내벽에서의 전자기장에 대해서는 식 (14.83)–(14.88)에 소개된 근사식을 도

입하였다. 이 식들은 r = b에서의 매칭을 통해 식 (14.66)–(14.71)의 적분 상수들을 구하는 데에만

사용이되었다.챔버안쪽진공영역의해인식 (14.66)–(14.71)자체는적분상수의값에상관없이맥스

웰 방정식의 정확한 해가 된다. 또한, 우리는 파수(k) 공간에서 좌표(z) 공간으로 푸리에 변환을 하기

전에, k가 포함된 여러 계수 항들에 대해 근사를 도입하였다. 이러한 근사는 해의 좌표계에 대한 함수

형태를 바꾼다기 보다는 푸리에 계수들에 주로 적용이 되었다. 이러한 결과로 우리가 구한 최종 해인

식 (14.105)–(14.113)은분명맥스웰방정식의해이긴하다.하지만,당초우리가가정한다중극모멘트

Im을 가지는 고리 형태의 전하분포가 광속으로 원통형 진공챔버를 지나는 경우를 기술하는 정확한

해는 아닐 수도 있다.
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Short range wakefields

식 (14.66)–(14.71)가 유효하기 위한 조건은 z < 0, 그리고 |z| ≫ bξ2/3이다. 우리가 z → 0−의 극한을

식 (14.105)에 취하면, 전하의 움직임과 같은 방향으로 웨이크 필드가 힘을 작용한다는 결론에 이른다.

즉, 자기 자신이 내는 웨이크 필드에 의해 전하가 가속된다는 이야기인데, 이럴 경우 에너지 보존을

위배하게 된다. 이러한 모순이 발생하지 않게 하려면, |z| ≪ bξ2/3에서 쓸 수 있는 좀 더 정확한 식이

필요하다.식 (14.93)과 (14.95)의푸리에변환을통해이러한근사식을얻을수있다. m = 0이고 z < 0

에서 다음과 같은 근사식이 Bane 등에 의해 얻어졌다 [4].

Es = − 16q

4πε0b2

(
eu

3
cos (

√
3u)−

√
2

π

∫ ∞

0

x2eux
2

x6 + 8
dx

)
, (14.114)

Er = cBθ =
8qr

4πε0b3ξ2/3

×

(
eu

3
cos (

√
3u)− eu√

3
sin (

√
3u)−

√
2

π

∫ ∞

0

x4eux
2

x6 + 8
dx

)
. (14.115)

여기서

u =
z

bξ2/3
. (14.116)

위 식으로부터 빔진행 방향의 전기장에 대해서 다음을 얻는다.

lim
z→0−

Es = − q

πε0b2
. (14.117)

여기서, (
√
2/π)

∫∞
0 dxx2/(x6 + 8) = 1/12임을 이용하였다. 다음 절에서 좀 더 자세히 다루겠지만,

광속으로 움직이는 입자가 가속기 빔파이프를 지날 때, 입자는 z → 0−에서의 웨이크 필드의 1/2만큼

의 지연력(retarding force)을 느끼게 된다. 이러한 결과는Wilson 등에 의해 알려졌으며 ‘fundamental

theorem of beam loading’이라고보통부른다.이원리는저항성-벽면웨이크필드의경우뿐만아니라,

일반적인 경우에도 적용이 된다. 이 원리의 결과로, 웨이크 필드를 발생하는 입자는 웨이크 필드에 에

너지를 빼앗기게 된다. 저항성-벽면 웨이크 필드의 경우에는 진공챔버 내에서 전기장에 의해 유도되는

옴 전류를 통해 에너지가 소모된다. 위의 식 (14.117)을 보면, z → 0−의 극한에서, 빔 진행 방향으로의

전기장 Es는 진공챔버 내의 전기 전도도에 무관함을 볼 수 있다. 이상적인 완전 도체의 경우(σ → ∞)

에는 챔버 벽에서 에너지 소모가 없을 것이기 때문에, 이 성질은 좀 이상하게 생각될 수도 있다. 하

지만, 실은 위 식에서 σ → ∞의 극한을 생각할 수가 없다. 왜냐하면, σ → ∞일때 ξ → 0이 되고, 식

(14.114)의 변수 u가 정의가 안되기 때문이다. 다르게 말하면, 식 (14.114) 및 (14.115)는 유한한 전기

전도도에서만 유효한 근사식이다.

Wall thickness

마지막으로, 우리는 웨이크 필드에 대한 식을 유도함에 있어서, 진공챔버의 두께가 무한하다는 가정을

사용하였다. 하지만, 우리가 구한 식들은 |z|의 범위를 적절히 제한한다면, 유한한 두께의 진공챔버의
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경우에도 적용이 가능하다. 진공챔버의 두께가 w라고 하면,

w ≫ δskin =

√
b

|k|
ξ, (14.118)

인 경우, 전자기장의 분포는 w → ∞인 상황과 매우 비슷하게 될 것이다. 여기서 δskin는 (자유공간에

서의 주파수 ω = |k|c인) 전자기파에 대한 표피 깊이이다. δskin는 주파수(또는, 파수) 공간에서의 물리

량이다. 따라서, 임피던스의 표현식에만 나타나고, 웨이크 함수에서는 나타나지 않는다 [2]. z ∼ 2π/k

임을 이용하면 z의 상한을 대략적으로 다음과 같이 추정할 수 있다.

|z| ≪ 2πw2

bξ2
. (14.119)

만약 지름 40 mm의 알루미늄 진공챔버(ξ ≈ 10−4)에 대해 두께를 2 mm로 가정하면, z의 조건으로

|z| ≪ 167 km를 얻는다. 이 상한은 충분히 긴 거리이긴 하지만, 저장링의 경우에는 저항성-벽면 웨

이크 필드가 많은 바퀴를 일주한 후에도 상당한 효과를 줄 수 있다. 따라서, 대부분의 실제 상황에서

식 (14.66)–(14.71)을 적용할 수 있겠지만, 이 식들이 유효한 |z|의 하한과 상한을 항상 염두해 두는

것이좋겠다.이렇게두꺼운내벽을가정하고계산되어진웨이크필드표현식은,심지어얇은유전체나

반도체 코팅이 진공챔버 안쪽 표면에 적용된 경우에도 사용될 수 있다. 진공도를 향상시키거나, 전자

구름 효과(electron cloud effect, 챔버 안쪽에서 방출된 전자가 양성자 또는 양전자 빔의 포텐셜에 포획

되어 나타나는 현상)를 억제하기 위해 종종 이러한 코팅이 사용된다. (아주 높은 주파수를 제외하고는)

반도체 코팅의 표피 깊이는 보통 매우 큰 편이라, 전자기장은 코팅의 영향이 거의 없이 진공챔버와

상호작용을 한다. 따라서, 아주 높은 주파수(즉, 매우 짧은 |z|)에서는 반도체 코팅이 웨이크 필드에 영

향을 미칠 수 있겠지만, 일반적으로는 그러한 코팅이 저항성-벽면 웨이크 필드에 의한 빔 불안정성에

미치는 영향은 제한적이게 된다.

초상대론적 운동을 하는 빔이 자유공간을 지나거나, 또는 완전도체 진공챔버 안을 지날 때는 웨이

크 필드가 생기지 않는다. 만약 유전상수(dielectric constant)가 작은 유전체로 진공챔버를 만든다면

(코팅이 아니라), 이미지 전하가 발생되지 않으니 웨이크 필드의 생성을 줄일 수 있다는 아이디어도

제시되었다 [5].

제 3 절 웨이크 함수

지금까지의 논의된 내용을 통해, 상대적으로 단순한 경우라 하더라도, 가속기에서 웨이크 필드를 계산

하는것은쉽지않음을보았다.결과로얻은웨이크필드표현식들은매우복잡하였다.어떤상황에서는

이러한 표현식들이 사용되어질 수도 있겠으나, 대부분의 경우에는 전산 코드를 이용하여 맥스웰 방정

식을 주어진 경계조건에 대해 수치적으로 풀어서 전자기장을 계산한다.

이러한 웨이크 필드가 가속기 빔동역학에 어떤 영향을 미치는 지는 다음 장에서 논의할 것이다. 어

떠한 방법을 통해서건 일단 다양한 가속기 컴포넌트에 대해 웨이크 필드를 얻고 나면, 그 다음 단계는
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빔에가해지는힘을결정하는일이다.초상대론적(ultrarelativistic)운동을하는빔의경우에는,가정을

통해 웨이크 필드에 의해 가해지는 힘을 단순화하여 계산할 수 있다. 즉, 웨이크 필드로부터 입자에

가해지는 힘을 시간 영역에서 편리하게 계산하도록 해주는 웨이크 함수(wake function)를 정의할 수

있게 된다.

다음과 같은 전하밀도 분포 ρ를 가지는 빔이 가속기 빔라인을 따라 움직인다고 가정하자.

ρ =
Im

π(1 + δm0)am+1
cos (mθ)δD(r − a)δD(s− ct). (14.120)

전하는반지름 a인고리모양을이루고다중극모멘트 Im을가진다.우리는특정한하나의푸리에성분

m을 생각한 것이다. 시간 t에서 전체 전하는 s = ct인 면에 놓이게 된다. 여기서 s는 기준 궤적을 따라

측정되는거리이다.전하분포가진공챔버의한단면을지나게되면,웨이크필드를발생시켜서,일정한

거리 뒤에서 따라오는 전하 q의 점 입자에 힘 F를 가하게 된다.

F = q(E+ v ×B). (14.121)

여기서 E는전기장,그리고 B는자기장이다.적절한가정을통해,우리는 F에대한유용한표현식들을

얻을 수 있다. 이 표현식들에서 후행 입자에 가해지는 힘은, 선행하는 전하 분포로부터의 거리(|z|)

만의 함수 하나를 통해 표현된다. 이 함수를 웨이크 함수라고 부르며, 앞 절에서 논의하였던 웨이크

필드와관련이되어있다.우리가필요한적절한가정은선행하는전하분포와후행하는점전하가모두

광속으로 진행하며, 그 후행 점 전하는 기준 궤적을 따라 진행한다는 것이다.

길이가 L인 빔파이프의 특정한 하나의 구간을 가정하자. 이 구간의 중심을 기준 괘적 s = 0으로

놓는다. 웨이크 필드를 발생시키는 전하 분포는 시간 t = 0에서 이 빔파이프의 중심 s = 0에 위치하고,

기준 궤적과 나란하게 광속으로 진행한다고 생각한다. 우리는 다음의 변수 z를 정의한다.

z = s− ct. (14.122)

따라서, 후행 입자에 대해서는 z < 0이다. 이는 Chao의 책과 같은 표기법인데, 종종 어떤 연구자들은

반대로 잡기도 한다. 만약, 후행 입자와 선행 전하 분포 모두 광속으로 기준 궤적을 따라 진행한다면,

z는 상수가 된다. 그리고, |z|는 선행 전하 분포와 후행 입자간의 거리가 된다.

빔파이프내에서의전자기장은일반적으로좌표계 r, θ,및 s,그리고시간 t에의존한다.후행입자와

선행 전하 분포가 모두 광속으로 움직인다는 사실을 이용하면, 후행 입자가 느끼는 전자기장을 s 및 t

두 변수가 아닌, z 하나로 표현 가능하다. 과정은 다음과 같다. 먼저 어떤 변량 f를 기준 궤적을 따라

s = −L/2에서 s = L/2까지 적분한 값을 [f ]z라고 놓자. 변량 f는 전자기장의 한 성분일 수도 있고,

또는 그 전자기장 성분의 미분값이 될 수도 있다. 변량 f를 일정한 z에 대해, 위치 s 및 시간 ct = s− z

에서 계산하고 궤적을 따라가며 적분하면 다음과 같다.

[f ]z =

∫ L/2

−L/2
f(s, ct = s− z) ds. (14.123)
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그림 14.2: 웨이크 필드에 의해 하전 입자에 가해지는 힘을 적분하기 위한 모식도. 위 그림에서 z < 0

이고, ∆z > 0이다. 웨이크 필드는 빔 라인의 한 부분인 s = −L/2에서 s = L/2까지의 영역에 존재한

다고 가정한다. 이 그림의 좌표계에서 웨이크 필드에 의한 힘 f는 곡면 u = f(s, ct)을 정의한다. 힘을

느끼는 입자는 z = s − ct가 고정되어 있다. 따라서, 웨이크 필드에 의한 힘의 적분값은 빗금 친 평면

Pz를 ct = 0 평면으로 투영시킨 영역의 면적이 된다. 직선 s = ct+ z에 대해 s축으로의 절편은 z < 0,

ct축으로의 절편은 −z > 0임을 볼 수 있다.

어떤 책에서는 시간 t에 대해서 적분을 하는데, 이 경우 인자 c의 차이가 있을 뿐이지, 같은 맥락을

가지는 물리량이다.

논의를 쉽게하기 위해 변량 f에 있는 r 및 θ에 대한 의존성을 잠시 무시하자. 이 경우 우리는 f를 3

차원 공간에서의 곡면으로 생각할 수 있다. ct와 s는 수평면의 두 축을 이룬다고 가정하고, 수직축은

u로 놓는다면, f가 만들어내는 곡면은 u = f(s, ct)로 주어질 것이다. 식 (14.123)의 적분은 ct 축과 s

축으로 이루어진 수평면에서 대각선을 따라 계산되어 진다. 이 적분값은 수직한 방향으로 세워진 평면

Pz를 ct = 0 평면으로 투영시킨영역의 면적을 준다. 평면 Pz는 s = ct + z인 직선 위에 놓여 있고,

상하의 경계는 u = f 및 u = 0으로 주어지고, 좌우 경계는 s = ±L/2로 주어진다 (그림 14.2 참조).

한편, 물리량 [∂f/∂ct]z∆z는 두 평면 Pz와 Pz+∆z를 ct = 0 평면으로 투영시킨 면적의 차이값으로

나타낼 수 있다.

−1

c

[
∂f

∂t

]
z

∆z = Pz+∆z − Pz =

∫ L/2

−L/2
f(s, ct = s− (z +∆z))− f(s, ct = s− z) ds. (14.124)

z에서 z +∆z로 변화할 때, ct는 감소하는 방향으로 변하므로, 이를 반영하여 좌변에 −1을 곱하였다.
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위 식으로부터
1

c

[
∂f

∂t

]
z

= − ∂

∂z
[f ]z, (14.125)

을 얻는다. 비슷한 방법으로 [
∂f

∂s

]
z

≈ ∂

∂z
[f ]z, (14.126)

을 얻는다. z에서 z +∆z로 변화할 때, s는 증가하는 방향으로 변하므로, 식 (14.126)에는 (−) 부호가

없다. 식 (14.125)는 정확한 식이지만, 식 (14.126)은 근사적으로만 성립한다. [∂f/∂s]z∆z의 계산을 위

해서는평면 Pz를 s축에대해이동시켜서 Pz+∆z를정의하게되는데,이때,두평면의경계가 s = ±L/2

에서 일치하지 않게 되어서 일반적으로 오차를 주게된다. 만약 적분 구간을 크게 하면(즉, L을 큰 값

으로 하면), 이 오차는 줄어들 것이다. 특별한 경우로 함수 f가 z = s − ct 에만 의존성을 갖는다면,

즉, f(s, ct) = f(z)인 경우에는 식 (14.126)은 정확한 식이 된다. 이것은 우리가 고려하는 시스템이 s

방향으로의이동에대해불변하는경우에해당한다.예를들면,균일한단면적을가지는긴직선형태의

빔파이프에서 저항성-벽면 웨이크 필드가 발생되는 경우이다.

이제 맥스웰 방정식을 기준 궤적을 따라 s = −L/2에서 s = L/2까지 s− ct = z = const. 를 유지하

면서 적분을 하자. 식 (14.125)과 (14.126)을 이용하면, 적분 안에 있는 s와 t에 대한 미분연산을 적분

밖의 z에 대한 연산으로 바꿀 수 있다. 다른 좌표계에 대한 미분연산은 적분 밖으로 빼내기만 하면

되고, 나머지 식의 형태는 변하지 않게 된다. 적분을 통해 최종 식을 유도하는 것은 단순한 계산으로서

그리 복잡하지 않다. 여기서는 하나의 예로 다음의 맥스웰 방정식에 대해서만 최종 식을 소개한다.

∇×E = −∂B
∂t

(14.127)

이 맥스웰 방정식에 적분 연산을 적용하고, s와 t에 대한 미분연산을 적분 밖의 z에 대한 연산으로

바꾸고 나면 다음의 식들을 얻는다.

1

r

∂[Es]z
∂θ

+
∂[Eθ]z
∂z

= c
∂[Br]z
∂z

, (14.128)

−
∂[Er]z
∂z

−
∂[Es]z
∂r

= c
∂[Bθ]z
∂z

, (14.129)

1

r

∂(r[Eθ]z)

∂r
− 1

r

∂[Er]z
∂θ

= c
∂[Bs]r
∂z

. (14.130)

소스항이 있는 비동차 맥스웰 방정식에 대해서는, 모든 입자들이 s축과 나란하게 광속으로 진행하고

있으므로, 전류 밀도 j가 전하 밀도 ρ와 다음의 관계를 가진다는 것을 이용한다.

j = (0, 0, cρ). (14.131)

만약, 후행 입자가 s축을 따라 광속으로 움직인다면, v = (0, 0, c) 이다. 이 후행 입자가 받는 로렌츠
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힘의 각 성분을 적분하면 다음의 식들을 얻는다.

[Fr]z = q([Er]z − c[Bθ]z), (14.132)

[Fθ]z = q([Eθ]z + c[Br]z), (14.133)

[Fs]z = q[Es]z. (14.134)

그 다음 단계는 s에 대해 적분된 맥스웰 방정식에서 전기장 대신 로렌츠 힘을 대입하고, [Br]z 및 [Bθ]z

을 제거하는 작업이다. 이러한 과정을 통해 다음의 결과식들을 얻는다.

∂[Fr]z
∂z

=
∂[Fs]z
∂r

= −qc
r

∂[Bs]z
∂θ

, (14.135)

∂[Fθ]z
∂z

=
1

r

∂[Fs]z
∂θ

= qc
∂[Bs]z
∂r

, (14.136)

∂(r[Fr]z)

∂r
= −

∂[Fθ]z
∂θ

, (14.137)

∂(r[Fθ]z)

∂r
=

∂[Fr]z
∂θ

. (14.138)

치환을 통해서, 위의 미분방정식이 다음과 같은 형태의 해를 가짐을 쉽게 보일 수 있다.

[Fr]z = −qImWm(z)mrm−1 cos (mθ), (14.139)

[Fθ]z = qImWm(z)mrm−1 sin (mθ), (14.140)

[Fs]z = −qImW ′
m(z)rm cos (mθ), (14.141)

[Bs]z =
Im
c
W ′

m(z)rm sin (mθ). (14.142)

이 해는 특정한 하나의 푸리에 성분 m을 생각한 것이다. 여기서, ′ 기호는 Wm(z)를 z에 대해 미분함을

의미한다. 함수 Wm(z)는 웨이크 함수(wake function)라고 부르며, 맥스웰 방정식을 주어진 경계조건

과 웨이크 필드를 생성시키는 (다중극 모멘트 Im의) 전하 분포에 대해 풀어서, 그 구체적 표현식을

구해야 한다. 예를 들어, 저항성-벽면 웨이크 필드의 경우에는, 빔진행 방향 전기장 성분이 식 (14.105)

로 주어지는데, 이에 해당하는 웨이크 함수는 길이 L의 빔파이프 영역에서 다음과 같다.

Wm(z) = −

√(
Z0c

4π

)
c

σ

2L

(1 + δm0)πb2m+1

1

|z|1/2
. (14.143)

이식은 z < 0이고 |z| ≫ bξ2/3인경우에유효하며,식 (14.141)의양변을비교하여얻어졌다.Wm(z)의

함수 꼴을 구했으므로, 식 (14.139) 및 (14.140)을 이용하면, 적분된 힘의 횡단면 방향 성분들을 얻을

수가 있다. 또한, 식 (14.142)를 이용하면, 적분된 빔진행 방향 자기장 성분을 구할 수 있다. 이렇게

Wm(z)를 이용하여 구한 적분 값들은, 식 (14.106) 및 (14.110)–(14.113)을 직접 적분식에 대입하여

계산한 결과와도 일치하게 된다.
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공동 공진기의 경우에는 m = 0 웨이크 함수를 식 (14.41)과 (14.141)을 비교하여 쉽게 얻을 수 있다.

결국, 식 (14.141)을 z에 대해 적분하면 되는데, 그 결과는 z < 0에 대해 다음과 같다.

W0(z) =
Z0c

4π

3L2

R2

ωr

ω̄r
εαz/c sin

( ω̄rz

c

)
. (14.144)

여기서, R은 공동 공진기의 반지름, L ≪ R은 공동 공진기의 길이, ωr은 기본 공진 모드의 주파수,

α = ωr/2Q는 기본 모드의 감쇠를 기술한다. Q는 기본 모드의 픔질인자이며,

ω̄r =
√
|ω2

r − α2|, (14.145)

이다. 우리가 제 1 절에서 논의했듯이, 이러한 결과들은 점전하에 의해 공동 공진기에서 유도되는 전

기장에 대한 간략화된 모형을 적용하여 얻어진 것이다. 그렇지만, z에 대한 의존성 (즉, 전자기장이

공동 공진기의 품질인자 및 공진 주파수에 의존하여 감쇠 진동하는 경향성) 등은 실제 공진기 웨이크

필드를 해석하는데 있어서 편리하며 종종 사용되는 모형이다.

식 (14.139)–(14.142)는 빔파이프 내부에서 축대칭 경계조건을 가지는 경우에 대해서만 유효하다.

축대칭이 아닌 구조의 경우에는 좀더 복잡한 식들이 적분된 전자기장을 표현하는데 시용되어야 한다.

한가지 명심해야 할 것은 식 (14.139)–(14.142)를 얻는 데에, 웨이크 필드를 만들어 내는 선행 입자와

웨이크필드를관찰하는후행입자가모두진공챔버를따라광속으로진행한다는가정이사용되었다는

점이다. 따라서, 식 (14.139)–(14.142)는 상대론 계수 γ0 ≫ 1인 고에너지 빔에 대해서만 유효하다.

앞에서 소개한 물리량 [F]z는 힘을 길이에 대한 적분한 값이므로 에너지의 단위를 가진다. 일반적

으로 이 물리량을 웨이크 포텐셜(wake potential)이라고 부르기도 한다. SI 단위계에서 웨이크 함수

Wm(z)는 V C−1 m
(1−2m)

(또는, 등가적으로 Ω s−1 m
(1−2m)

)의 단위를 가진다. 특별히, W1(z)는 횡단

면 방향으로의 효과에서 지배적인데, 단위는 V C−1 m−1(또는, 등가적으로 Ω s−1 m−1)이다. 또한,

W ′
0(z)는 빔진행 방향으로의 효과에서 지배적이고, 단위는 V C−1(또는, 등가적으로 Ω s−1)이다.

Panofsky-Wenzel theorem

식 (14.139)–(14.141)으로부터, 웨이크 함수의 매우 흥미롭고 유용한 성질들을 발견할 수 있다. 먼저,

횡단면 방향 웨이크 포텐셜과 빔진행 방향 웨이크 포텐셜은 서로 직접적으로 연관이 되어있다는 것을

관찰할 수 있다. 만일 다음과 같이 성분별로 쓴다면,

[F⊥]z = [Fr]z r̂ + [Fθ]z θ̂. (14.146)

여기서, r̂ 및 θ̂는 각각 반경 방향 및 방위각 방향으로의 단위벡터이다. 이제 식 (14.139)–(14.141)

으로부터, 다음과 같은 관계식이 성립함을 확인할 수 있다.

∇⊥[Fs]z =
∂

∂z
[F⊥]z. (14.147)

여기서, ∇⊥는 Gradient 연산자의 수직 성분이다. 식 (14.147)은 ‘Panofsky-Wenzel theorem’으로 알

려져 있다.
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General properties of wake functions

여러가지 웨이크 함수의 흥미로운 성질들이 다양한 물리적인 구속 조건으로부터 얻어진다. 첫째, 인과

율에 의해,

Wm(z) = 0 if z > 0. (14.148)

둘째, 만약 두 입자가 매우 짧은 거리 |z|를 두고 진행하면, 뒤에 오는 입자는 앞선 입자가 내는 웨이크

필드에 의해 감속되어야 한다. 그렇지 않다면, 웨이크 필드를 내는 입자가 스스로의 전기장에 의해

계속 에너지를 얻는 모순이 발생 될 수 있다. 즉,

W ′
m(z) > 0 as z → 0−. (14.149)

빔진행 방향 웨이크 포텐셜은 z → 0−인 극한에서 0이 아닐 수 있지만, 횡단면 방향으로의 웨이크 포

텐셜은 z가 작은 경우 반드시 0으로 수렴해야 한다. z → 0− 극한에서의 빔진행 방향 웨이크 포텐셜은

입자가웨이크필드에잃는에너지와관련이되어있다.하지만,축대칭빔파이프안을진행하는입자는

자기 자신이 내는 웨이크 필드에 의해 횡단면 방향으로의 편향을 경험하지는 않을 것이다. 따라서,

Wm(z) → 0 as z → 0−. (14.150)

W ′
m(z)의 값은 (음수인) 작은 z 값에 대해 양수이므로 (즉, Wm(z)의 기울기가 양수), Wm(z)는 z < 0

인 영역에서 양의 gradient를 가지고, z = 0인 지점으로 접근한다. 따라서, z < 0인 영역에서 Wm(z)

는 z에 대한 sine 함수와 유사한 형태를 가지고, W ′
m(z)는 cosine 함수와 유사한 형태를 가진다.

Fundamental theorem of beam loading

이제, 공동 공진기에서 다음과 같이 z < 0에서 웨이크 포텐셜이 주어진다고 가정하자.

[Fz]z = F0 cos (kz). (14.151)

여기서, F0와 k는 적당한 상수이다. 이러한 가정은 식 (14.41)에 소개된 단순화된 모형에 바탕을 두었

고, 다만 공동에서의 에너지 손실은 무시한 것이다. 어떤 입자가 자신이 내는 웨이크 필드를 z → 0−인

극한에서 η 만큼의 비율로 느낀다고 생각해 보자. 이때 이 입자가 공동을 지나면서 받는 에너지 변화는

∆E1 = η[Fs]z→0− = ηF0, (14.152)

이다. 이제, 두번째 입자가 첫번째 입자에서 z = π/k 만큼 뒤떨어져서 공동을 지난다고 가정하자. 이

두번째 입자도 첫번째 입자와 같은 비율로 자신이 내는 웨이크 필드를 느낄 것이다. 하지만, 두번째

입자는 첫번째 입자가 낸 웨이크 필드도 동시에 느끼기 때문에,

∆E2 = η[Fs]z→0− − F0 = (η − 1)F0. (14.153)
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공동 안에서의 전기장은 첫번째 입자와 두번째 입자 사이에서 위상이 π 만큼 변하기 때문에, 두번째

입자에 의한 웨이크 필드는 첫번째 입자의 웨이크 필드를 정확히 상쇄시킨다. 따라서, 두번째 입자마

저 공동을 지나고 난 후에는 아무런 전자기장 에너지도 남아있지 않게 된다. 에너지 보존에 의해, 두

입자가 가지는 총 에너지의 변화는 0이 된다. 따라서,

∆E1 +∆E2 = (2η − 1)F0 = 0, (14.154)

이고, 다음과 같은 결론에 이른다.

η =
1

2
. (14.155)

다른말로하면,한입자는자기자신에내는웨이크필드의절반만을느낄수있다는뜻이된다.이러한

성질은 ‘fundamental theorem of beam loading’으로 알려져 있다.

Longitudinal and transverse wake functions

마지막으로, 빔파이프 중심축에서 반경 a 만큼 떨어져서 축과 나란히 진행하는 점 입자가 저항성-벽

면 웨이크 필드를 만들어 내는 상황을 고려하자. 이 경우 식 (14.139)–(14.141), (14.143) 및 (14.47)

로 부터, 빔진행 방향 웨이크 포텐셜은 m에 대해 amrm/b2m+1의 의존성이 있고, 횡단면 방향 웨이크

포텐셜은 mamrm−1/b2m+1의의존성이있음을볼수있다.여기서, b는빔파이프반지름, r은빔파이프

중심축으로부터 웨이크 필드가 관찰되는 지점까지의 반경 방향 거리이다. 이러한 의존성이 암시하는

것은, 만약 a ≪ b이고 r ≪ b인 경우라면, 빔진행 방향 웨이크 필드는 m = 0인 모드로 부터 지배적인

영향을 받고, 횡단면 방향 웨이크 필드는 m = 1인 모드로 부터 지배적인 영향을 받게 된다는 것이다.

이러한 경향성은 (모든 경우에 해당하는 것은 아니지만) 빔파이프와 비슷한 크기의 구조물에 의해 발

생되는 기하학적 웨이크 필드의 경우를 포함해서 매우 흔하게 나타난다. 만약 이러한 지배적인 웨이크

함수들만 고려하면, 빔동역학 해석이 매우 단순화될 수 있다. 이러한 맥락에서 다음과 같이 빔진행

방향 웨이크 함수 W∥(z)(SI 단위계에서 Ω s−1, 또는 V C−1)를 정의할 수 있다.

W∥(z) =W ′
0(z). (14.156)

또한, 횡단면 방향 웨이크 함수 W⊥(z)(SI 단위계에서 Ω s−1 m−1, 또는 V C−1 m−1)는 다음과 같이

정의된다.

W⊥(z) =W1(z). (14.157)

제 4 절 임피던스

우리는 지난 절에서 가속기 빔라인의 한 구역에서의 웨이크 필드는 웨이크 함수를 통해 표현될 수

있음을 보았다. 웨이크 함수는 (특정 구역에서) 어떤 입자가 디락 델타 함수 형태의 빔으로부터 일정
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거리(|z|)를 두고 따라가면서 느끼는 힘의 적분값을 주게 된다. 웨이크 함수는 변수 z = s− ct를 통해

표현된다. 여기서, 디락 델타 함수 형태의 빔은 시간 t일 때 기준 궤적을 따라 위치 s에 놓여있게 된다.

즉, 웨이크 함수는 시간 영역에서 웨이크 필드를 기술하게 된다. 다음 장에서 자세히 알아볼텐데, 웨

이크 필드가 가속기에서의 빔안정성에 미치는 영향을 이해하기 위해서는 종종 웨이크 필드를 주파수

영역에서 기술하는 것이 유용하다. 웨이크 필드를 주파수 영역으로 변환하면 어떤 함수(즉, 임피던스)

를 생성하는데, 이 함수는 어떤 특정 주파수의 전류 변조를 가지는 빔이 만들어 내는 웨이크 필드의

세기를 나타낸다. 웨이크 필드는 전류 변조의 전개에 영향을 미친다. 전류 변조를 기술하는 운동방정

식을 풀게 되면, 이러한 전류 변조가 시간에 따라 감쇠할지 또는 증폭할지를 결정할 수 있다. 시간에

따라 증폭하는 전류 변조는 대부분 빔불안정성으로 이어질 가능성이 높다.

이번 장의 마지막 절에서는 가속기 빔라인의 한 구역에서의 임피던스를 웨이크 필드로부터 정의할

것이고, 임피던스의 몇 가지 예를 살펴볼 것이다. 먼저, 가속기 한 구역의 입구에서 빔진행 방향 웨이크

함수 W∥(z)를 가지는 빔전류 I = I(t)를 고려하자. 여기서, I는 전류의 단위(ampere)를 가지고, 전하

분포의 다중극 모멘트 Im과 혼동하지 말아야 한다. m = 0인 다중극 모멘트 I0는 주어진 전하 분포의

전체 전하에 해당하고, 전하량의 단위(coulomb)를 가진다. 따라서, 시간 t와 t + dt사이 동안 가속기

특정 구역의 입구를 지나는 전체 전하는 I0 = I(t)dt가 된다. 이제 식 (14.141)로 부터(m = 0 고려),

시간 t′에서 빔라인 특정 구역을 지나갈 때의 포텐셜은

V (t′) =
[Fs]z(t

′)

q
= −

∫ ∞

0
dt I(t′ − t)W∥(−ct). (14.158)

여기서, 포텐셜 V (t′)는 어떤 후행 하전입자 q가 가속기 특정 영역을 지날 때 (시간 t′에서 그 영역

입구에 들어온다고 가정), 단위 전하량당의 에너지 변화로 정의된다. q는 후행 입자의 성질, I는 선행

입자의 성질로 이해하면 되겠다. 새로운 변수 z = −ct를 정의하면, 포텐셜은 다음과 같이 쓸 수 있다.

V (t′) = −
∫ 0

−∞

dz

c
I(t′ + z/c)W∥(z). (14.159)

웨이크 함수는 가속기 빔파이프의 특정 영역에서의 웨이크 포텐셜을 시간의 함수로 계산해 주는 그린

(Green) 함수의 역할을 한다. 양수의 전압 V는 전하 q의 입자가 빔파이프의 특정 영역을 지나면서

에너지 qV를 얻는다는 것을 의미한다. 이제, 전류를 주파수 스펙트럼의 적분으로 표현하자.

I(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωtĨ(ω). (14.160)

그러면, 위의 전압은 다음과 같이 쓸 수 있다.

V (t′) = −
∫ 0

−∞

dz

c

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωt′ Ĩ(ω)e−iωz/cW∥(z),

= −
∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωt′ Ĩ(ω)Z∥(ω). (14.161)
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여기서, 우리는 빔진행 방향 임피던스 Z∥(ω)를 다음과 같이 정의하였다.

Z∥(ω) =

∫ ∞

−∞

dz

c
e−iωz/cW∥(z). (14.162)

인과율에의해 z > 0인구간에서 W∥(z) = 0이므로, z에대한적분의상한을 0에서무한대로바꾸었다.

이제, 식 (14.161)의 양변에 eiω
′t′를 곱하고, t′에 대해 적분을 하면

Ṽ (ω′) =

∫ ∞

−∞
dt′eiω

′t′V (t),

= −
∫ ∞

−∞
dt′
∫ ∞

−∞

dω

2π
ei(ω

′−ω)t′ Ĩ(ω)Z∥(ω),

= −
∫ ∞

−∞
dωδD(ω − ω′)Ĩ(ω)Z∥(ω). (14.163)

따라서, (ω′을 ω로 바꾼 후) 다음과 같은 최종 관계식을 얻는다.

Ṽ (ω) = −Ĩ(ω)Z∥(ω). (14.164)

즉, 전류 스펙트럼에 (웨이크 함수의 푸리에 변환으로 정의된) 임피던스를 곱하면 전압 스펙트럼을

얻는다. 이것은 우리가 AC 회로 이론으로부터 정확히 예상할 수 있는 성질이다. 부호 (−)가 붙어 있는

것이 조금 다른데, 이것은 우리가 전압을 빔파이프의 특정 영역을 지날 때 단위 전하량당의 에너지

‘이득’으로 정의했기 때문이다 (회로에서는 에너지 강하로 전압이 정의된다).

식 (14.164)는임피던스의중요성을명확히보여준다.빔라인의특정영역에서발생되는웨이크필드

가가속기성능에실질적인영향을미치려면,임피던스와빔전류스펙트럼이 (주파수영역에서)중첩이

있어야 한다. 어떤 주파수 대역에서 임피던스가 아주 크다고 하더라도, 전류 스펙트럼도 같은 주파수

대역에서 큰 성분이 있지 않다면, 그 임피던스와 연관된 웨이크 필드는 빔에 큰 영향을 미치지 못하게

된다.

식 (14.162)에서 우리는 빔진행 방향 임피던스를 빔진행 방향 웨이크 함수 W∥(z) ≡W ′
0(z)의 푸리에

변환으로 정의하였다. 이러한 정의는 고차 빔모멘트 Im과 연관된 빔진행 방향 웨이크 함수 W ′
m으로

일반화시킬 수 있겠다.

Z∥
m(ω) =

∫ ∞

−∞

dz

c
e−iωz/cW ′

m(z). (14.165)

웨이크 필드의 빔진행 방향 효과에서는 보통 m = 0인 홀극 빔모멘트가 지배적이 된다. 따라서, 편의상

다음과 같이 정의한다.

Z∥(ω) = Z
∥
0 (ω). (14.166)

비슷한 방식으로 횡단면 방향 임피던스는 횡단면 방향 웨이크 함수 Wm의 푸리에 변환으로 정의할

수있다.횡단면방향임피던스는특정한다중극모멘트를가지는빔에의해생성되어특정한주파수로

변조하며 입자에 작용하는 횡단면 방향 힘을 기술한다. 일반적으로 쓰이는 표기법을 따라, i ≡
√
−1을
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포함하여 아래와 같이 정의한다.

Z⊥
m(ω) = i

∫ ∞

−∞

dz

c
e−iωz/cWm(z). (14.167)

웨이크 필드의 횡단면 방향 효과는 보통 m = 1인 쌍극 빔모멘트가 지배적이 된다. 따라서, 편의상

다음과 같이 정의한다.

Z⊥(ω) = Z⊥
1 (ω). (14.168)

웨이크 함수 W ′
m(z)와 Wm(z)는 물론 임피던스의 푸리에 역변환으로 주어진다.

W ′
m(z) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω eiωz/cZ∥

m(ω), (14.169)

Wm(z) = − i

2π

∫ ∞

−∞
dω eiωz/cZ⊥

m(ω). (14.170)

횡단면방향웨이크함수와빔진행방향웨이크함수는식 (14.147)에소개된 Panofsky-Wenzel theorem

에 의해 서로 연관되어 있다. 이에 대응되는 횡단면 방향 임피던스와 빔진행 방향 임피던스 사이의 관

계식은 식 (14.165)를 부분적분하여 다음과 같이 얻는다.

Z∥
m(ω) =

ω

c
Z⊥
m(ω). (14.171)

앞절에서우리는저항성-벽면웨이크필드의웨이크함수,그리고공동공진기에서발생되는웨이크

필드의 웨이크 함수를 각각 구한 바가 있다. 이에 해당하는 임피던스는 푸리에 변환을 통해 얻어질 수

있음도 보았다. 하지만, 저항성-벽면 웨이크 필드의 경우, 임피던스는 우리가 앞 절에서 구한 웨이크

필드의 표현식에서 좀더 직접적으로 구할 수 있다. 이렇게 할 수 있는 이유는, 우리가 웨이크 필드를

구하기 위해 애초에 주파수 영역에서 먼저 계산을 했고, 그 후에 푸리에 변환을 통해 웨이크 필드를

시간영역에서구했기때문이다.가속기빔파이프축상으로다중극모멘트 Im을가진디락델타분포의

빔이 광속으로 진행한다고 가정하자. 그리고, 전하 q의 입자가 역시 광속으로 이 빔분포를 따라간다

고 생각하자. 만약, Es가 전하 q가 느끼는 빔진행 방향 전기장이고, Wm은 이에 해당하는 길이 L의

빔파이프 영역에 걸친 웨이크 함수라고 한다면, 식 (14.53), (14.68), (14.141) 및 (14.165)에 의해

Es =

∫ ∞

−∞

dk

2π
eikz cos (mθ)C̄(2)

m

(r
b

)m
,

= −Im
L
W ′

m(z)rm cos (mθ),

= −Im
L

∫ ∞

−∞

dω

2π
eiωz/cZ∥

m(ω)rm cos (mθ), (14.172)

로 쓸 수 있다. 여기서, C̄
(2)
m 은 식 (14.93) 및 (14.95)에 의해 주어진다. 따라서,∫ ∞

−∞
eikzdk

C̄
(2)
m

cbm
= −Im

L

∫ ∞

−∞
eiωz/c

dω

c
Z∥
m(ω). (14.173)
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만약 k = ω/c로 놓으면,

Z∥
m(ω) = − LC̄

(2)
m

cImbm
. (14.174)

식 (14.93) 및 (14.95)의 C̄
(2)
m 에 대한 표현식을 이용하면 (λ는 식 (14.90)을 이용) 임피던스는 다음과

같이 명시적으로 쓸 수 있다.

Z∥
m(ω) =

(
Z0c

4π

)
4L

b2m

×

(
(1 + δm0)(1 + i sgn(ω))bc

√(
Z0c

4π

)
2πσ

|ω|
− ib2ω

m+ 1
+
ic2m

ω

)−1

. (14.175)

식 (14.93) 및 (14.95)의 C̄
(2)
m 표현식 분모에 있던, 2k/λ 항은 임피던스에 큰 기여를 안하기 때문에

생략하였다.

식 (14.175)의 빔진행 방향 임피던스에 대한 표현식은 높은 주파수, 즉 짧은 거리 z에 대해서도 유효

하다. 우리가 시간 영역에서 문제를 다루었을 때에는, |z| ≫ bξ2/3(ξ는 식 (14.96)으로 주어짐)이라는

조건을 적용하여, 저항성-벽면 웨이크 필드에 대한 근사식 (14.143)을 얻었었다. 저주파 근사(큰 |z| 값

에해당)를임피던스에적용하면좀더간략화된식을얻을수있다. |ω| ≪ ξ−2/3c/b인주파수영역에서

식 (14.175)는 다음과 같이 근사된다.

Z∥
m(ω) ≈ (1− i sgn(ω))

(1 + δm0)

L

b2m+1c

√(
Z0c

4π

)
2|ω|
πσ

. (14.176)

이에해당하는횡단면방향의임피던스는식 (14.171)을이용하면바로구할수있다.이제,모드 m = 0

과 m = 1이빔진행방향및횡단면방향에서각각지배적이라가정하면,길이 L,반경 b및전기전도도

σ인 빔파이프에서의 저항성-벽면 임피던스는 다음과 같이 쓸 수 있다.

Z∥(ω) ≡ Z
∥
0 (ω) ≈ (1− i sgn(ω))

L

2bc

√(
Z0c

4π

)
2|ω|
πσ

, (14.177)

Z⊥(ω) ≡ Z⊥
1 (ω) ≈ (1− i sgn(ω))

c

ω

L

b3c

√(
Z0c

4π

)
2|ω|
πσ

. (14.178)

이 식들은 |ω| ≪ ξ−2/3c/b인 영역에서, 그리고 표피 깊이가 빔파이프 두께보다 매우 얇은 경우에 적

용이 된다. 그리고, 두 식의 주파수 ω에 대한 의존성과 빔파이프 반경 b에 대한 의존성이 서로 다름에

유의해야 한다.

저항성-벽면 웨이크 필드의 경우에 우리는 빔진행 방향 및 횡단면 방향 웨이크 임피던스가 다음과

같이 연관되어 있음을 볼 수 있다.

Z⊥ =
2c

ωb2
Z∥ =

C0

πb2
Z∥

n
. (14.179)

여기서, n = ωC0/2πc는 원형가속기의 둘레(C0)를 주파수 ω인 전자기파의 파장으로 나눈 값이다. 15

장에서 다룰 텐데, 물리량 Z∥/n은 저장링에서의 임피던스 특성을 기술하는 데 (다소 엄밀하지는 않

지만) 편리하며, 특히 빔불안정성의 임계값을 예측하는 목적으로 쓰인다. 횡단면 방향 임피던스 Z⊥와
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빔진행 방향 임피던스 Z∥는 빔 분포의 서로 다른 모멘트(즉, 다른 m 값)에 반응하는 웨이크 필드의

특성을 기술한다. 원칙적으로는, 횡단면 방향 임피던스 Z⊥와 빔진행 방향 임피던스 Z∥ 사이에 어떤

특정한 관계가 있다고 단정할 근거는 없다. 하지만, 관계식 (14.179)는 종종 저항성-벽면 이외의 다른

원인에 의해 발생되는 임피던스에도 일반화되어 쓰인다.

이제 공동 공진기에서의 임피던스를 살펴보자. 앞에서 소개한 원통형 공동에서의 단순화된 모형에

의해, m = 0인 모드의 웨이크 함수는 식 (14.144)로 부터 다음과 같이 (z < 0에 대해) 쓸 수 있다.

W0(z) =
cRs

Q
eαz/c sin

( ω̄rz

c

)
. (14.180)

여기서, ωr은 공명 주파수, Q는 품질 인자, α = ωr/2Q, 그리고 ω̄r =
√
|ω2

r − α2|이다. 또한, Rs는

상수로서 (SI 단위계에서 ohms), 웨이크 함수의 크기를 특성짓는다. 구간 z > 0에 대해서는 웨이크

함수가 0이다. W ′
0(z)를 푸리에 변환하면 다음과 같이 빔진행 방향 임피던스를 얻는다.

Z
∥
0 (ω) ≈

Rs

1 + iQ
(
ωr
ω − ω

ωr

) . (14.181)

위의 근사는 2Q ≫ 1에서 유효하다. 비록 우리는 공동 공진기의 m = 0인 모드에 국한하여 논의를

했지만, 식 (14.181)은 다른 모드들에 대해서도 종종 일반화시켜서 사용된다.

Z∥
m(ω) ≈ R

∥
s,m

1 + iQ
(
ωr
ω − ω

ωr

) . (14.182)

이에 해당되는 횡단면 방향 임피던스는 다음과 같다.

Z⊥
m(ω) ≈ c

ω

R⊥
s,m

1 + iQ
(
ωr
ω − ω

ωr

) . (14.183)

공진기 임피던스 (14.181) 및 (14.183)을 주파수의 함수로 그려보면, 그림 14.3과 같다.

식 (14.181)의 임피던스는 저항 Rs, 인덕턴스 L (여기서는 길이가 아님), 커패시턴스 C가 병렬로

연결된 LCR 회로에서 얻어지는 임피던스와 같은 형태이다.

1

Z
=

1

Rs
+

i

ωL
− iωC =

1 + iQ
(
ωr
ω − ω

ωr

)
Rs

. (14.184)

어떤 LCR 회로에서의 공진 주파수는

ωr =
1√
LC

, (14.185)

이고, 품질 인자는

Q = Rs

√
C

L
, (14.186)

이다. LCR 회로에서, |ω| ≪ ωr인 경우 임피던스는 인덕턴스가 지배적이 되고, 반면 |ω| ≫ ωr인 경우

커패시턴스가 지배적이 된다. 만약, ω ≈ ωr인 경우, 임피던스는 저항 Z ≈ Rs에 의해 결정된다. 가

속기에서는 임피던스 허수부의 부호가 (ω는 양수로 가정) 음수냐 또는 양수냐에 따라, 각각 ‘유도성
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그림 14.3: 공동 공진기에서 빔진행 방향(위) 및 횡단면 방향(아래)으로의 임피던스. 왼쪽 그림들은

Q = 1인 경우에 해당하고, 오른쪽 그림들은 Q = 10에 해당한다. 실선은 임피던스의 실수부를, 파선은

허수부를 각각 나타낸다.

(inductive)’ 또는 ‘용량성(capacitive)’으로 부른다. 공동 공진기의 경우에, ω ≪ ωr일 때, 임피던스

는 유도성이고, ω ≫ ωr일 때 용량성이 된다. 저항성-벽면 임피던스의 경우(빔진행 방향 성분은 식

(14.177), 횡단면 방향 성분은 식 (14.178)), 부분적으로 저항성이고 부분적으로 유도성이다.

Space charge impedance

12장 6절에서는 저장링에서의 빔진행 방향 공간전하 임피던스를 다음과 같이 정의한 바 있다.

Z∥sc(ω) = i
gZ0

2βγ2
ω

ω0
. (14.187)

여기서, g = 1 + 2 ln(b/a), b는 빔파이프 반경, a는 (KV 분포로 가정된) 빔의 반경, 그리고 ω0는 저장

링을 도는 회전 주파수이다. 엄밀히 말하면, 공간전하에 의한 힘은 빔과 진공챔버 사이의 상호작용에

의해생성된웨이크필드에의한힘과같은방식으로기술할수는없다.하지만,식 (14.187)의공간전하

임피던스는 웨이크 함수에서 유도된 임피던스와 같은 물리적 중요성을 가진다. 즉, 빔전류의 주파수

스펙트럼과 결합하여 빔 내부 입자의 에너지 변화 스펙트럼을 준다는 면에서 유사한 면이 있다. 이러

한 성질은 임피던스를 이용하여 빔불안정성을 논할 때 편리하다. 공간전하 임피던스는 양의 순허수로

주어진다. 따라서, 공간전하 임피던스는 비록 주파수에 따라 임피던스의 절대값이 증가하는 경향을

보이지만 (이러한 성질은 전기회로에서는 인덕턴스에 해당), 용량성이라고 부를 수 있다. 일반적으로

빔번치의머리부분의입자들은에너지를웨이크필드에잃게된다.반면에,빔번처꼬리부분의입자들
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은번치길이에따라에너지를얻을수도잃을수도있다.이러한성질은공간전하효과에서는적용되지

않는다. 공간전하 효과에서는 머리 부분의 입자들은 에너지를 얻고, 꼬리 부분의 입자들은 에너지를

잃는다. 이러한 성질은 Coulomb 반발력의 자연스러운 결과라 하겠다.

General properties of impedance

14장 3절에서는물리적인구속조건으로부터도출된웨이크함수의일반적인성질몇가지를살펴보았

다. 마찬가지 방법으로, 물리적 (또는 수학적) 성질을 고려하여, 임피던스의 일반적인 성질들도 유도를

할 수 있다. 여기서는 두가지 예를 살펴보기로 한다. 첫째, 웨이크 함수는 실수이기 때문에, 식 (14.169)

및 (14.170)로 부터

Z∥
m(ω)∗ = Z∥

m(−ω), (14.188)

Z⊥
m(ω)∗ = −Z⊥

m(−ω). (14.189)

여기서, Z
∥
m(ω)∗는 Z

∥
m(ω)의 공액복소수이다.

두번째 임피던스의 일반적인 성질은 에너지 보존으로부터 나온다. 어떤 빔번치가 전하 분포 ρ(z)를

가진다고 가정하자. 여기서, z = s − ct이다. 빔번치가 빔진행 방향 웨이크 함수 W∥(z) = W ′
0(z)를

가지는 빔파이프의 한 구역을 지나면서 겪게되는 에너지 변화는

∆E = −
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

z′
dz ρ(z′)ρ(z)W∥(z

′ − z), (14.190)

= −
∫ ∞

−∞
dz′
∫ ∞

−∞
dz ρ(z′)ρ(z)W∥(z

′ − z).

여기서, 인과율에 의해 z′ − z > 0인 구간에서 W∥(z
′ − z) = 0이므로, z에 대한 적분의 하한을 z′에서

−∞로 바꾸었다. 주파수 영역에서의 전하 분포는 푸리에 역변환에 의해

ρ̃(ω) =

∫ ∞

−∞
dz e−iωz/cρ(z). (14.191)

전하 분포 ρ(z) 자체는 실수이므로,

ρ̃(−ω) = ρ̃(ω)∗. (14.192)

전하 분포는 푸리에 모드에 대한 적분으로 다음과 같이 표현할 수 있다.

ρ(z) =
1

2π

∫ ∞

−∞

dω

c
eiωz/cρ̃(ω). (14.193)

식 (14.193)의 ρ(z)과 식 (14.169)의 W∥(z)를 식 (14.190)에 대입하고, 식 (14.192) 및 (14.188)를 사용

하면, 에너지 변화 (14.190)는 다음과 같이 고쳐 쓸 수 있다.

∆E = − 1

2π

∫ ∞

−∞
|ρ̃(ω)|2ReZ∥(ω)dω. (14.194)
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여기서, Z∥(ω) = Z
∥
0 (ω)이고, 디락 델타 함수의 성질

δD(ω
′ + ω′′) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dz′ei(ω

′+ω′′)z′ ,

이사용되었고, ReZ∥(ω) = 1/2[Z∥(ω)+Z∥(−ω)]이다.에너지변화는임피던스의실수부에만의존함을

볼 수 있다. 또한 에너지 변화는 임의의 전하 분포 ρ(z)에 대해 반드시 음수이여야 하므로 (즉, 빔은

항상 에너지를 잃는다.)

ReZ∥(ω) ≥ 0 for all ω. (14.195)

만약, 임피던스가 주파수 ω의 함수로서 매우 뾰족한 피크를 가지고 있으면, 우리는 광대역(broad

band)이라고 부른다. 반면, 임피던스 스펙트럼이 매우 넓고 완만한 경우, 협대역(narrow band)이라

부른다 [2]. 푸리에 변환의 성질에 의해, 협대역 임피던스는 웨이크 함수가 z에 대해 긴 거리에 걸쳐

진동이 일어나도록 하며, 반면, 광대역 임피던스는 매우 짧은 거리에서 급격하게 감쇠하는 웨이크 함

수를 준다. 좀 더 구체적으로 말하면, ω0에서 폭 ∆ω의 피크를 가지는 협대역 임피던스는 파수 ω0/c

로 진동하며 거리 c/∆ω에 걸쳐 천천히 감쇠하는 웨이크 함수에 해당한다. 주파수 폭이 ∆ω ≫ ω0

인 광대역 임피던스의 경우에는, 해당 웨이크 함수가 거리 c/∆ω에서 진동을 할 겨를도 없이 빠르게

감쇠한다.

Loss factor

가속기에서의 웨이크 필드는 여러가지 안 좋은 효과를 가져온다. 다음 장에서 자세히 다룰 텐데, 우선

웨이크 필드는 빔동역학에 상당한 영향을 미친다. 뿐만아니라, 웨이크 필드를 통하여 빔으로부터 가

속기 여러 구성요소들에 전해지는 에너지도 중요한데, 특히, 높은 빔전류로 운전하는 장치에서 더욱

그러하다. 어떤 상황에서는 웨이크 필드로부터 전달되는 파워가 빔위치 모니터(BPM, Beam Position

Monitor)의 전극 등 진공챔버내의 여러 구성 요소들을 손상시키기도 한다. 웨이크 필드를 통하여 빔

으로부터 진공챔버내의 여러 구성 요소들에 에너지가 전달되는 것을 ‘parasitic loss’(기생 손실) 또는

‘higher-order mode(HOM) heating’(고차 모드 가열)이라고 부른다. 이번 장의 마지막 주제로 ‘loss

factor’(손실계수)를 정의하기로 한다. 이 손실계수는 빔이 가속기 특정 영역을 지나면서 가져오는

파워 부하를 특성짓는 데 자주 사용된다.

어떤 빔번치가 빔파이프의 특정 영역을 지난다고 가정하자. 식 (14.158)에 정의한 (이 빔파이프 영

역에서 형성되는) 포텐셜 V (t′)을 이용하면, 빔번치 안의 입자가 얻는 총 에너지를 다음과 같이 표현할

수 있다.

∆E =

∫ ∞

−∞
I(t′)V (t′) dt′. (14.196)

여기서, I(t′)은시간 t′에서그특정영역입구에서의빔전류값이다.빔은가속기내부의웨이크필드에

에너지를잃게되므로,에너지이득 ∆E는음수일것으로예상할수있다.식 (14.158)의 V (t′)를위식에
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대입하면, 에너지 이득은 다음과 같이 웨이크 함수로 쓸 수 있다.

∆E = −
∫ ∞

−∞
dt′
∫ ∞

0
dtI(t′)I(t′ − t)W∥(−ct). (14.197)

만약, 번치의 빔전류가 시간의 함수로 알려져 있고, 웨이크 함수도 알려져 있다면, 빔으로부터 빔파

이프로 전달되는 에너지는 식 (14.197)로 부터 계산될 수 있다. 종종 이러한 에너지 전달을 웨이크

함수보다 임피던스로 표현하면 더 편리할 때가 있다. 먼저, 식 (14.197)에 있는 전류를 식 (14.160)에

정의된 전류의 주파수 스펙트럼으로 대체한다.

∆E =

−
∫ ∞

−∞
dt′
∫ ∞

0
dt

∫ ∞

−∞

dω′

2π
e−iω′t′ Ĩ(ω′)

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iω(t′−t)Ĩ(ω)W∥(−ct). (14.198)

t′에 대한 적분을 수행하고 나면,

∆E = −2π

∫ ∞

0
dt

∫ ∞

−∞

dω′

2π
Ĩ(ω′)

∫ ∞

−∞

dω

2π
eiωtĨ(ω)W∥(−ct) δD(ω + ω′). (14.199)

시간의함수로서의전류는실수의물리량이기때문에,전류의주파수스펙트럼은다음의성질을가져야

한다.

Ĩ(−ω) = Ĩ(ω)∗. (14.200)

따라서, 식 (14.199)는 다음과 같이 변환된다.

∆E = −
∫ ∞

−∞

dz

c

∫ ∞

−∞

dω

2π

∣∣∣Ĩ(ω)∣∣∣2e−iωz/cW∥(z). (14.201)

여기서, 적분변수를 t에서 z = −ct로 바꾸었고, z > 0에서 W∥(z) = 0임을 이용하여 적분구간을 확

대하였다. 마지막으로 식 (14.162)의 임피던스 정의를 사용하면, 빔번치의 에너지 이득은 다음과 같이

나타낼 수 있다.

∆E = −
∫ ∞

−∞

dω

2π

∣∣∣Ĩ(ω)∣∣∣2 Z∥(ω). (14.202)

우리는 다시한번 임피던스의 중요성을 확인해 볼 수 있다. 즉, 빔번치 에너지의 변화는 전류 스펙트럼

범위에 걸쳐있는 임피던스 성분의 크기에 의존하게 된다. 기생손실은 번치 길이가 진공챔버 내부의

공동의 크기와 엇비슷할 때 특히 심해질 수 있다.

손실계수 κ∥(SI 단위계로 V C−1)는 빔번치의 총 전하량이 qbunch라고 할때, 다음과 같이 정의된다.

∆E = −κ∥q2bunch. (14.203)

임피던스를 이용하며 손실계수를 표현하면,

κ∥ =
1

q2bunch

∫ ∞

−∞

dω

2π

∣∣∣Ĩ(ω)∣∣∣2 Z∥(ω). (14.204)
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손실계수는 빔번치 내 전하의 빔진행 방향 분포에 의존한다. 저장링에서 총 빔전류가 Ibeam(여러개의

동일한 빔번치로 구성)라고 할 때, 손실계수 κ∥인 어떤 빔 구성요소에 가해지는 총 파워 부하는

P = κ∥qbunchIbeam. (14.205)

높은 품질인자를 가지는 공동 공진기에 짧은 빔번치들이 지나가는 경우에는, 손실계수에 대한 간단

한 표현식을 공동 공진기의 변수들로 다음과 같이 유도할 수 있다. 먼저, 아래와 같이 전류가 Gaussian

형태의 시간에 대한 함수로 주어지는 번치를 가정하자.

I(t) = qbunchc
e−c2t2/2σ2

z

√
2πσz

. (14.206)

여기서 σz는 rms(root mean square) 번치 길이이다. 식 (14.160)으로부터, 이 전류의 주파수 스펙트럼

을 계산하면,

Ĩ(ω) =

∫ ∞

−∞
dteiωtI(t) = qbunche

−ω2σ2
z/2c

2
. (14.207)

이제빔번치가다음과같은빔진행방향으로의임피던스를가지는공동공진기를지나간다고가정하자.

Z∥(ω) =
Rs

1 + iQ
(
ωr
ω − ω

ωr

) . (14.208)

식 (14.202)으로부터, 빔번치의 에너지 이득은

∆E = −
∫ ∞

−∞

dω

2π
q2bunch

Rse
−ω2σ2

z/c
2

1 + iQ
(
ωr
ω − ω

ωr

) , (14.209)

= −
q2bunchRs

π

∫ ∞

0
dω

e−ω2σ2
z/c

2

1 +Q2
(
ωr
ω − ω

ωr

)2 ,
로 쓸 수 있다. 위 적분 분모의 Gaussian 항때문에 복소평면에서의 경로적분으로는 계산이 안된다.

대신, Q ≫ 1이고 ωrσz/c ≪ 1인 경우에(ω ≈ ωr에서의 기여가 지배적이 됨), 위 식의 적분은 다음과

같이 근사된다.

∆E ≈ −
q2bunchRs

π
ωre

−ω2
rσ

2
z/c

2

∫ ∞

0
d(ω/ωr)

1

1 +Q2
(
ωr
ω − ω

ωr

)2 ,
≈ −q2bunch

ωr

2

Rs

Q
e−ω2

rσ
2
z/c

2
. (14.210)

따라서, 식 (14.203)으로부터, 높은 품질인자의 공동 공진기에서 짧은 빔번치에 대한 손실계수는

κ∥ ≈
ωr

2

Rs

Q
e−ω2

rσ
2
z/c

2
. (14.211)

비슷한 방식으로 횡단면 방향으로의 손실계수 κ⊥도 정의할 수 있다.

κ⊥ =
1

q2bunch

∫ ∞

−∞

dω

2πi

∣∣∣Ĩ(ω)∣∣∣2 Z⊥(ω). (14.212)
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식 (14.167)에 소개된 횡단면 방향 임피던스의 표기법에 따라 복소수 i가 분모에 들어가 있음에 주목

해야 한다. 식 (14.189)를 적용하면, 위 식은 다음과 같이 쓸수 있다.

κ⊥ =
1

q2bunch

∫ ∞

0

dω

π

∣∣∣Ĩ(ω)∣∣∣2 ImZ⊥(ω). (14.213)

횡단면 방향 손실계수는 ‘kick factor(킥계수)’라고 불려지기도 한다. 킥계수는 빔파이프 특정 영역

의 웨이크 필드로부터 빔번치가 횡단면 방향으로 받는 킥을 특성짓는다. 빔번치 안의 모든 입자들이

기준궤적에서 수평방향으로 x만큼 변위가 있을때, 수평방향으로의 평균적인 운동량 변화는

⟨∆px⟩ = − 1

cP0

∫ ∞

−∞
dt′
∫ ∞

0
dtxI(t′)I(t′ − t)W⊥(−ct), (14.214)

이다. 여기서 운동량은 기준 운동량 P0로 정규화한 값이다. 손실계수 κ∥를 구할 때의 과정을 적용하면,

평균적인 운동량 변화는 다음과 같이 횡단면 방향 임피던스로 표현된다.

⟨∆px⟩ = − x

cP0

∫ ∞

−∞

dω

2πi

∣∣∣Ĩ(ω)∣∣∣2 Z⊥(ω). (14.215)

또는, 킥계수를 이용하여 다음과 같이 나타낸다.

⟨∆px⟩ = − x

cP0
q2bunchκ⊥. (14.216)

위에서 구한 것은 평균적인 운동량이고, 모든 입자들이 똑같은 편향을 받는 것을 의미하지는 않는다.

빔번치꼬리부분의입자들은머리부분의입자들보다휠씬강한웨이크필드를보게될것이고,따라서,

훨씬 큰 편향을 느끼게 된다.
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